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CHAPITRE 1

Introduction

LES TACHES DEVOLUES A UN PROGRAMMEUR peuvent, de facon schématique, se découper en

trois catégories qui sont: comprendre ce qu’il doit programmer, écrire des programmes, et
corriger des erreurs. Chacune de ces activités peut bénéficier de I'apport des méthodes formelles
et, en particulier, de 'apport des outils fournis par la sémantique des langages de programmation,
qui permet de définir une modélisation mathématiques des programmes grace, par exemple, a
l'utilisation d’un formalisme algébrique comme le A-calcul.

Tout d’abord, l'existence d’'un modele du programme — ou du systéme informatique — que
I'on cherche a construire est un élément qui permet de simplifier la compréhension d’un cahier
des charges. On peut l'interpréter comme une «super documentation» du programme. En effet,
un modele formel fourni une description non équivoque, qui autorise des traitements automatisés
par des outils de génie logiciel. Ce modele est également utile dans la tache de validation d’un
programme, son «debuggage». En effet, on peut espérer utiliser ce modele dans des preuves basées
sur des méthodes rigoureuses de vérifications et de raisonnements. Nous pouvons essayer de faire
comprendre 'utilité d’associer modele théorique et programme, a travers une métaphore assez
simple. On peut comparer un programme construit sans base théorique a de la fausse monnaie.
Intuitivement, la valeur de ce programme n’est liée qu’a la confiance que ces utilisateurs lui
donnent. Le jour ol ce programme ne se comportera pas comme prévu — ou qu’il faudra confier a
un nouveau venu la tache de le modifier —, il aura perdu toute sa valeur.

L’idée — qui n’est pas neuve — qui motive notre étude est que l'activité d’écriture du code
peut, elle aussi, bénéficier des outils de la sémantique. On peut imaginer utiliser les concepts et les
outils développés en sémantique pour définir un langage de programmation qui «n’encourage pas»
les fautes. Cette application de la sémantique se motive tres facilement. 11 suffit, par exemple, de
comparer les différences de productivité — pour le codage et la maintenance — entre un programme
écrit en assembleur, et un programme écrit dans un langage de plus haut niveau, tel que ADA
par exemple. Cette idée de se servir des concepts issus de la sémantique pour les appliquer a la
conception de langage de programmation a d’ailleurs déja été exploité. Elle a, par exemple, conduit
a la création des langages fonctionnels tel que ML.

Aujourd’hui, il nous faut employer les outils de la sémantique a 1’étude des systemes distribuées,
qui sont encore mal modélisés, mais qui néanmoins connaissent un développement effréné, poussé
par la croissance continue des applications utilisant les réseaux. De méme, il nous faut pouvoir
raisonner sur les paradigmes de programmation qui se développent, comme la programmation
a base de composants ou d’agents, la mobilité du code, ... Un outil mathématique prometteur
pour modéliser ces nouveaux concepts, comparable & ce qu’a été le A-calcul pour les applications
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séquentielles, est constitué par les algebres de processus — on dit aussi calcul de processus — comme
le 7-calcul par exemple. Dans cette these, nous étudions un calcul de processus nommé le calcul
bleu, qui est basé a la fois sur le A-calcul et le m-calcul, en nous concentrant sur ’expressivité de
ce calcul et sur le «modele de programmation» qu’il définit, plus que sur 'aspect vérification. En
particulier, nous étudions comment la programmation fonctionnelle et la programmation orientée
objet peuvent se modéliser dans ce calcul, et s’il est possible d’y généraliser les notions de typage
de ces deux modeles.

Calcul de processus mobile

Le m-calcul est un calcul de processus basé sur le paradigme de l'interaction par échange de
messages [91], qui représente une évolution du calcul CCS [g5]. Cette évolution consiste en la possi-
bilité d’échanger les noms de canaux comme valeurs au cours d’une communication. L’expressivité
du m-calcul est donc supérieure a celle de CCS et il est possible, par exemple, d’y modéliser les
systemes pour lesquels la structure des communications évolue au cours du temps. On parle de
systémes mobiles.

Tout en étant défini a partir d’un nombre réduit d’opérateurs de base — réception et émission
sur un canal, composition parallele, création de canal privé et récursion — le m-calcul est suf-
fisamment expressif pour modéliser une vaste gamme de systémes concurrents, et son intérét
a déja été démontré dans plusieurs utilisations, en particulier comme support pour formaliser
des spécifications de systemes distribués, et aussi comme outil pour la vérification formelle. Tres
récemment, il a été utilisé pour valider des concepts de programmation pour des langages repo-
sant sur la mobilité. Nous faisons référence ici aussi bien & la mobilité de code, qu’a la mobilité
au sens du m-calcul, c’est-a-dire la reconfiguration dynamique de la «géométrie des interactions».
Ainsi, des langages de programmation parallele directement basés sur le m-calcul ont été proposés.
Par exemples le langage P1icT [[05, [30], développé par B. PIERCE et D. TURNER, et le langage
JoIN [b4, b2, bi], développé par le projet PARA de 'INRIA Rocquencourt.

Le m-calcul est donc passé du role d’outil mathématique qui permet de comprendre un
programme, a celui de modele mathématique pour le fondement de langages de programmation.
C’est le chemin emprunté 20 ans plus tot par son «grand-pere», le A-calcul, qui a été utilisé dans
I’étude de la sémantique des langages séquentiels, avant de servir de fondement a 1’élaboration
de langages fonctionnels tels que ML par exemple [93]. Le paralléle entre ces deux modeles de
programmation ne s’arréte pas la. Ainsi, chacun de ces modeles est basé sur un paradigme de
calcul et de composition défini mathématiquement. Le A-calcul est basé sur I'application et les
fonctions d’ordre supérieur [[71], tandis que le m-calcul est basé sur I’échange de messages et la
composition parallele. Est-il possible de combiner ces deux approches?

Dans cette these, nous étudions une extension directe du m-calcul et du A-calcul que nous
appelons le calcul bleu, et qui a été définie par G. BouDOL dans [Z3]. La programmation fonction-
nelle offre 'avantage de mettre en oeuvre des concepts mathématiquement tres bien compris, qui
apportent des éléments de sécurité, comme 'analyse statique par typage par exemple. On pense
aussi a des notions de vérification, comme l’analyse abstraite, ou & des notions d’optimisation,
comme [’évaluation partielle. Or ces concepts sont loin d’étre aussi bien maitrisés dans le monde
concurrent, en particulier a cause du non-déterminisme et de I’absence d’une bonne notion de type.
Aussi, notre but est de réitérer avec le calcul bleu certains des succes rencontrés avec le A-calcul.
En quelque sorte, si il devait n’y avoir qu’une seule these a défendre dans ce travail, elle serait que
le calcul bleu fournit une base mathématique adéquate pour la conception d’un langage de pro-
grammation distribué de haut-niveau, fortement typé. Pour accréditer cette these, nous montrons
dans ce manuscrit de quelle maniere les différents modeles de programmation — et de typage —
des langages fonctionnels, impératifs, concurrents et a objets peuvent s’intégrer dans le calcul bleu.

Dans la suite de cette introduction, nous présentons le schéma de la these en reprenant le
découpage en quatre partie distinctes que nous avons choisit de suivre. Dans la partie I, nous



présentons le calcul bleu. Cette présentation se base sur des notions issues du A-calcul et sur I'idée
de machine abstraite d’exécution. Dans la partie II, nous présentons la notion d’équivalence choisie
entre les processus et nous décrivons les principales égalités qui nous intéressent. Les parties II1
et IV sont respectivement dédiées a ’étude du typage dans le calcul bleu, et a I'interprétation du
modele de programmation a objets dans ce calcul.

Partie |: présentation du calcul bleu

Nous allons tenter de donner une intuition du calcul bleu en partant d’un autre calcul, dont nous
supposons la sémantique bien maitrisée par le lecteur, le A-calcul. Pour ce faire, nous définissons une
machine abstraite pour le A-calcul, comparable & la machine de Krivine mais sans utilisation des
fermetures, et nous modifions cette machine pour lui ajouter des «caractéristiques concurrentes».
Le résultat final fournit une idée assez fidele du calcul bleu.

Dans I’approche fonctionnelle, un programme est une fonction, ou de facon idéalisée, un terme
donné par la grammaire suivante:

MN ==z | Ax.M | (MN)

ol z est une variable (on suppose qu'il en existe un ensemble dénombrable); Az.M représente
la fonction de parametre x et de corps M; et (M N) représente application de la fonction M &
I’argument N. Nous enrichissons ce calcul avec un ensemble de constantes aq,...,a,, que nous
appelons des moms, et qui peuvent intuitivement s’interpréter comme étant des adresses de res-
sources ou d’emplacements mémoires. Nous pouvons décrire un modele d’exécution tres simple
des «programmes» écrit avec cette syntaxe, qui se base sur la notion de machine abstraite. Nous
montrons ensuite comment, en modifiant notre machine abstraite fonctionnelle, nous aboutissant
a une machine chimique concurrente pour le calcul bleu.

Notre machine abstraite pour le A-calcul (avec noms) est définie par un ensemble de configu-
rations IC, et de régles de transitions KK — K'. Dans notre formalisme, une configuration est un
triplet {&; M; S} tel que: & représente la mémoire — le store en anglais, on dira aussi un envi-
ronnement — qui est une association entre noms et programmes; M est le programme a exécuter,
c’est-a-dire un A\-terme; S est une pile qui contient les arguments des appels aux fonctions. La
mémoire de la machine abstraite est initialement vide, on note cet état par le symbole €, et elle
peut-étre modifiée en ajoutant une nouvelle déclaration, c’est Popération (€ | (n = M)). La pile
a une structure similaire, mis a part qu’on mémorise des noms au lieu de déclarations.

Eu=¢€|(E] (a=N)) S =€ (a,5)

Une exécution de la machine abstraite, dans le cas ou on cherche a évaluer le terme M par
exemple, commence dans la configuration initiale Ky, qui contient une mémoire et une pile vide:
Ko = {&; M;e}. L'exécution de la machine est alors décrite comme une suite de pas de calculs
élémentaires: g — K1 — ...

Définition 1.1 (Machine abstraite fonctionnelle) Les transitions de la machine abstraite
fonctionnelle sont définies par les relations suivantes. L’opération M{a/z}, qui dénote la substi-
tution de la variable x par le nom a, est définie de la maniere usuelle.

(8} — {EN:5) (€= (a=N)|-)
{&; 2. M; (a,8)} — {& M{a/z}; S}
{&;(MN);S} — {(€ | {a=N));M;(a,S)} (o @ est un nouveau nom)

Ainsi, pour évaluer une application, nous mémorisons I’argument dans un nouvel emplacement
mémoire, et nous ajoutons le nom de cet emplacement dans la pile.
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Nous pouvons modifier notre machine pour obtenir un «modele d’exécution» plus riche. Pour
commencer, nous pouvons faire quelques aménagements d’ordre syntaxique. Ainsi, & chaque pas
de calcul la machine est dans une configuration de la forme:

Kn={(a0 = No) [ -+ | (an = Nu)); M; (aiy, - . a,)} (L.1)

ou les noms ay, .. . ,a, sont tous distincts. Si nous remplagons la pile par une suite d’applications,
la configuration générique /C,, peut se réécrire:

(ag = No) | -+ | {an = Np) | (May, ...a;,) (1.2)
et les regles de transition de la définition [l peuvent étre redéfinies de la maniére suivante.

(a=N)|---|(aay...an) — {a=N)|---| (Nay...an)
KoK = ((a=N)|K)— ({a=N) | K)
Az.M)ay...a, — M{a1/z}as...ay
(MN)ay...a,, — {a=N)| Maa;y...ap

p)
|

)
f)

@)

NN N

La régle (8) correspond & une forme simplifiée de béta-réduction, ot on substitue un nom — plutot
qu'un terme — & une variable, tandis que la régle (p) peut s’interpréter comme une forme de
communication. Cependant, a la place d’un modele basé sur I’envoi de message comme le 7-calcul,
la communication est représentée ici comme un cas particulier d’acceés a une ressource. Pour
obtenir un modele équivalent a celui de la «machine fonctionnelle», il nous faut aussi supposer
que, dans la régle (w), le nom a est nouveau.

Chaque configuration de la machine correspond & un terme du A-calcul. La configuration IC,,
donnée dans ([.T]), par exemple, correspond au terme (Ma,, ...a; ){No/ay}...{Nn/a,}. Par
conséquent, chaque extension de la machine d’exécution correspond a une généralisation du \-
calcul. Dans la suite de cette partie, nous modifions la machine pour nous rapprocher du «modele
d’exécution» du m-calcul.

Ajout du non-déterminisme. Une premiere extension possible de notre modele est de considérer
le constructeur | comme un opérateur de composition associatif, proche de la composition parallele
du 7-calcul, et d’autoriser plusieurs configurations en paralléles. En particulier, nous modifions la
notion de configuration pour inclure des exemples tel que (K1 | K2). Nous nous libérons aussi de
la contrainte (implicite) que les déclarations {a <= N, présentent dans la mémoire, sont toutes
de noms différents. Néanmoins nous ne choisissons pas un opérateur de composition parallele
commutatif car, pour chaque configuration, nous voulons conserver la possibilité de différencier
la partie exécution de la partie environnement. Intuitivement, nous voulons permettre certaine
commutation, avec la restriction que le terme M — qu’on cherche a évaluer — reste toujours a
droite de la composition parallele «la plus extérieure». La solution choisie est de définir les regles
suivantes pour l'opérateur de composition parallele, dans lesquelles M < N signifie que M — N
et N — M sont vraies, et qui énoncent que | est associatif et semi-commutatif. On dira aussi
commutatif gauche.

(My | Ma) | M3 = My | (M | Ms)
(My | M) | M3 = (My | My) | M3

Nous obtenons alors un opérateur de composition parallele dissymétrique, comme dans la définition
de CML [@5] par exemple, tel que:

(-l {ar=N1) | {ag=Na) | -+ | M) = (- | (ag = Na) | {(az = Ni1) | --- | M)

L’ajout de la composition paralléle nous permet alors de simplifier la régle (p) de la maniere
suivante:

(a=N) | (aay...a,) — {(a=N)| (Nay...a,) (p)



Nous avons donc transformé notre machine d’exécution fonctionnelle, en une machine chimique.
Nous faisons ici référence & la notion de machine abstraite chimique, définie dans [I[1], qui a été
utilisée par les auteurs pour «implanters différents modeles de calculs concurrents et asynchrones.
De plus, comme nous ajoutons la possibilité d’avoir plusieurs déclarations sur le méme nom,
flottants en solution, le modeéle d’exécution que nous obtenons est plus puissant que celui du
A-calcul, puisque nous avons des réductions non-déterministes.

| a f’ (a=Ni1) | (a=DNq) | Ny
la — (a=Ni) | {a=N2) [ DNo

(a = N1) | {(a = N2)
(a = N1) | (a=N2)

Pour l'instant, le modele d’exécution que nous obtenons peut-étre comparé a celui de PRO-
LOG [IZ5]. Intuitivement, on peut comparer les termes de la forme (Naj...a,) & des buts, et
les déclarations (a = N) & des régles. On se retrouve alors dans la situation ou plusieurs regles
différentes existent pour le méme but. Néanmoins, si nous voulons obtenir un modeéle d’exécution
aussi riche que celui du 7-calcul, il manque deux mécanismes importants a notre systeme.

Ajout des ressources. Le premier mécanisme correspond a la possibilité pour une ressource de
disparaitre, de la méme maniere qu’un récepteur du m-calcul est consommé par une communication.
Nous pouvons modéliser ce mécanisme en ajoutant un nouveau type de déclarations, (a <= P), et
une nouvelle regle de communication:

(a<=N) | (aay...a,) — (Nay ...ap)

La déclaration (@ = N) s’interprete alors comme une infinité de déclarations (a <= P) en paralléle,
et nous obtenons un modele qui se rapproche du A-calcul avec ressources [19, [79, 8], introduit par
G. BouDoL afin de capturer les phénomenes de blocage de I’évaluation, ou «deadlock», qui sont
propres aux exécutions concurrentes. Intuitivement, la déclaration (a <= P) fournit un moyen de
controler explicitement le nombre d’acces aux ressources de nom a.

Ajout de la restriction. Le second mécanisme correspond a la possibilité de créer dynamiquement
des nouveaux noms. Il peut étre facilement introduit dans notre machine chimique grace a ’ajout
de 'opérateur de restriction du m-calcul: (v a)KC, et a I’ajout de nouvelles regles de réduction.

(MN)ay...a, — @a)({a=N)| Maa;...a,) (anouveau nom)
{(ag = N) | wap)K — was)({az =N) | K) (a1 non libre dans (ag = N))
K—K = waok-— wvak

Le calcul bleu résulte de ces ajouts a 'interprétation «chimique» de la machine fonctionnelle,
avec la possibilité supplémentaire de définir plusieurs configurations en paralleles. En particulier
il inclut le A-calcul de fagon directe. Il possede aussi les caractéristiques du m-calcul: il inclut
le non-déterminisme et le parallélisme, il possede un opérateur de restriction, et son modele de
communication est basé sur ’échange de noms. Cependant il existe aussi des différences entre ces
deux calculs. Ainsi, dans le calcul bleu, il est possible de définir des fonctions d’ordre supérieur et
d’appliquer des processus a des noms.

Dans la premiere partie de cette these, nous introduisons le calcul bleu plus formellement, et
nous montrons qu’il est aussi expressif que le m-calcul. Dans la suite, nous étudions le modele
de programmation associé au calcul bleu. Le plan de cette these se divise idéalement en quatre
parties. Comme nous ’avons dit, la premiere partie est consacrée a la présentation du calcul bleu,
nous détaillons les trois autres parties dans les sections suivantes.

Partie II: Equivalence

Dans la seconde partie de cette thése, nous définissons une relation d’équivalence comporte-
mentale (/2;,) entre termes du calcul bleu, qui est basée sur la notion classique de congruence a
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barbes [97]. Dans cette partie nous démontrons la validité des lois de réplication. Intuitivement, ces
lois énoncent qu’une ressource privée et répliquée peut étre distribuée sans danger entre plusieurs
«acteurs». Par exemple, si nous notons (def a = Pin Q) opérateur dérivé défini par le processus
wa)({a = P) | @), nous montrons que:

defa=Pin(Q | R) =~ (defa=PinQ) | (defa = PinR)

Intuitivement, on montre que 'opérateur def vérifie des lois équivalentes a celles des substitu-
tions explicites dans le A-calcul []. Néanmoins, les preuves directes pour la congruence & barbes
sont tres complexes, car elles demandent de considérer une quantification sur tous les contextes.
Aussi, pour éviter cet écueil, nous définissons un systéme de transitions étiquetées qui simule la
réduction dans le calcul bleu, et une bisimulation associée a ce systéeme (~g ).

Pour simplifier les preuves avec la bisimulation étiquetée, nous définissons et nous prouvons
la validité des techniques de preuve «up-to» [I13]. En employant ces techniques de preuve, nous
montrons trois propriétés de la bisimulation: (¢) c’est une congruence; (i) elle contient ’équivalence
structurelle; et (iii) elle vérifie les lois de réplication. Ces propriétés permettent de prouver, dans
le chapitre B, que la bisimulation est incluse dans la congruence a barbes. Comme la bisimulation
~gq est plus fine que la congruence a barbes, les lois valides pour ~g sont donc aussi des lois de

p.

Partie Ill: Types

Nous cherchons & prouver dans cette these que le calcul bleu fournit un bon modele pour la
conception d’un langage de programmation distribué de haut-niveau, de la méme maniéere que
le A-calcul sert de fondement a la conception de certains langages séquentiels, comme ML par
exemple. Or les systémes de types du A-calcul sont a la base des systemes de types pour les
langages séquentiel. Il est donc naturel de s’intéresser aux types que nous pouvons donner aux
processus.

Dans cette partie, nous définissons quatre systemes de types pour le calcul bleu. Le premier
de ces systemes B, est similaire au systéme de types simples du A-calcul défini par CURRY. En
particulier le typage des termes est implicite, dans le sens ou les types n’apparaissent pas dans la
syntaxe des termes. Les trois autres systémes sont obtenus par extensions successives de B. Ainsi,
nous étudions un systeme avec sous-typage B¢ ; un systeme avec polymorphisme paramétrique,
comparable au systeme de types de Hindley-Milner pour ML ; et un systeme avec polymorphisme
contraint BF¢, c’est-a-dire un systeme avec récursion, types d’ordre supérieur et une forme parti-
culiere de quantification bornée, qui est approprié a I’étude du typage des langages a objets.

Chacun de ces systemes de types possede la propriété de conservation du typage — appelée
aussi subject reduction en anglais — qui énonce que le type d’un terme est conservé apres une
réduction. Cette propriété, méme si elle n’est pas suffisante en elle méme, permet de prouver qu’un
processus bien typé ne peut pas provoquer d’erreur a ’exécution. Nous prouvons la propriété de
conservation du typage pour le systeme BF¢, qui représente le cas le plus complexe. Nous étudions
aussi le probleme de la décidabilité du probleme de l'inférence de type dans le systéme avec
polymorphisme paramétrique.

Partie IV: Objets

Dans la derniere partie, nous étudions les liens entre le calcul bleu et le modele de program-
mation & objets. Nous étudions le calcul d’objets fonctionnel de M. ABADI et L.. CARDELLI, et
plus précisément Ob;.., qui est une version de ce calcul avec un systeme de types simples et du
sous-typage. Une présentation plus approfondie de ce calcul d’objets est faite au chapitre [[G.

Dans le chapitre [[1, nous nous inspirons des opérateurs de ce calcul pour définir un calcul
d’objets concurrents. Nous prouvons que ce calcul se dérive simplement dans le calcul bleu, et



nous donnons un systeme de types dérivés pour les objets. Le typage des objets est basé sur
le systeme de type du premier ordre avec sous-typage (B<), que nous avons introduit dans la
partie [II.

Dans le chapitre [[§, nous vérifions I'expressivité de nos opérateurs d’objets concurrents en don-
nant une interprétation de Ob;.. qui préserve le typage et le sous-typage. Cette interprétation est
fondamentalement basée sur Popérateur de dénomination: (a — [l; = Az M;* ™)), qui est
l’équivalent pour les objets, de ce que la déclaration (a = M) est aux fonctions du A-calcul. Intuiti-
vement nous montrons que, alors que les fonctions correspondent a des ressources non-modifiables
et infiniment disponible ({a = M)), et alors que les récepteurs du w-calcul correspondent & des res-
sources consomables ({(a <= M)), les objets correspondent & des ressources «gérées linéairement».
Nous donnons aussi une interprétation du calcul d’objets concurrents défini par A. GORDON et
P. HANKIN dans [60], qui est une version concurrente et impérative de Oby ..

Dans le chapitre P20, nous nous intéressons a un autre modele des objets, introduit par K. FISHER
et al. [48, 49], dans lequel on peut étendre lensemble des méthodes d’un objet. L’intérét du
calcul d’objets avec extension, dénoté AObj, est qu’il permet de simuler le mécanisme d’héritage
des langages orientés objets: I'ajout de méthode permet de «réutiliser du code» déja existant
pour définir de nouveaux objets plus complexes. Nous appliquons au calcul AObj un programme
similaire a celui réservé au calcul Ob;.., en donnant une interprétation — opérationnellement
correcte — qui préserve les notions de typage et de sous-typage.

Informations utiles

Tous les éléments numérotés de cette these — figures, définitions, théoremes, ... — sont
numérotés selon le schéma c.n, ou ¢ représente le chapitre dans lequel 1’élément se trouve. Nous
avons choisit de numéroter les conjectures, lemmes, propositions et théoremes, en utilisant un
compteur commun. Les chapitres, quant & eux, sont numérotés de maniéres uniforme sur 1’en-
semble des quatre parties.
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CHAPITRE 2

Définition du calcul bleu

Le langage fournit les outils abstraits utilisés pour résoudre des
problemes. Ainsi, les avancées de la technique rendent possible la
résolution des problemes par les machines, alors que les avancées du
langage rendent possible la résolution des problemes par I’homme.

ANS CE CHAPITRE nous présentons la syntaxe ainsi que la sémantique opérationnelle du calcul
bleu. Comme le 7-calcul, le calcul bleu est un modele des exécutions concurrentes basé sur
la notion de nommage. C’est-a-dire que I’élément de base, dans la construction des processus, est
le nom. Les noms représentent a la fois I’endroit ou se trouvent les ressources: leurs localisations,
ainsi que les valeurs échangées au cours d’une communication. Nous serons amenés, tout au long
de cette these, a considérer plusieurs catégories de noms selon I'usage qui en est fait. Par exemple,
nous différencierons les noms de canaux de communications, ou références, des constantes utilisées
pour nommer les champs d’un enregistrement.

Nous commencons en donnant la syntaxe du calcul bleu, qui est dénoté par le symbole w*. La
syntaxe que nous avons choisie n’est pas gravée dans la pierre, et il existe diverses possibilités dans
le choix des opérateurs du calcul. Ces choix sont discutés dans la section E-3. Disons cependant
que, quelque soit les choix envisagés, I'expressivité du calcul est conservée. Dans la section £-2,
nous donnons la sémantique opérationnelle de w*. Celle-ci est définie en terme de réduction, mais
une définition utilisant une relation de transitions étiquetées est donnée dans la partie [I. Nous
terminons ce chapitre par quelques exemples de processus.

2.1 Syntaxe

On admet Pexistence d’un ensemble dénombrable A, de noms, dont les éléments sont désignés
par a,b,c.... Pour faciliter la présentation du calcul bleu, et plus précisément de sa version locale
qui est introduite dans la section B-3.7, il est nécessaire de distinguer différentes catégories de
noms. En particulier, nous distinguons un sous-ensemble de noms, qui représente les étiquettes et
qui sont utilisés pour nommer les champs d’un enregistrement. Cet ensemble est noté £ par la
suite, et nous utilisons les lettres k,[,m ... pour désigner les éléments de L.

Nous emploierons aussi les lettres x,y,z... pour désigner un nom qui est utilisé comme une
variable: c’est le cas des noms liés par une abstraction par exemple, et les lettres u,v,w ..., lorsqu’un
nom est utilisé comme un nom de canal. Dans ce cas, nous parlons aussi de référence. Ainsi, les
noms liés par une restriction sont des références. On pourra supposer l'existence d’un systeme de
types, ou de contraintes syntaxiques, pour vérifier que I'usage d’'un nom est cohérent avec I'une
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de ces trois catégories. Nous ne donnons pas les détails d’un tel systeme ici, et nous ne ferons pas,
pour le moment, de différence entre variables et références.

La syntaxe du calcul bleu est donnée dans la figure Z-1. On remarque la présence des opérateurs
du A-calcul: Pabstraction (Aa)P, et lapplication (Pa), cette derniére étant restreinte & I’applica-
tion d’un terme & un nom. Le calcul bleu contient aussi des opérateurs du w-calcul [91, U7]: la
composition parallele (P | @), permet d’exécuter les deux processus P et @) en parallele; la res-
triction (va)P, permet de restreindre la portée du nom a a P, une notion semblable a la définition
des variables locales dans les langages de programmation.

Dans le calcul bleu, les opérateurs de réception et de réplication du m-calcul sont absents, a
la faveur des opérateurs de déclarations: la déclaration (a <= P), est une ressource qui attend un
message sur le nom a, et qui permet de libérer le processus P. Une fois consommée, la déclaration
disparait; la déclaration répliquée (a = P) a le méme comportement, mis & part pour l'acces,
qui n’est pas destructif. Finalement, le reste des opérateurs introduits dans la figure B, sont les
constructeurs usuels de définition des enregistrements. On peut trouver quelques commentaires
sur ces opérateurs a la section E.1.3.

Par la suite, nous employons des abréviations usuelles dans les algebres de processus. Ainsi,
lorsque la taille d’'une séquence de noms est connue (ou insignifiante), nous notons @ le tuple
(ai,...,ay,). Par abus, on pourra considérer a aussi bien comme un tuple, que comme un ensemble,
et la concaténation de tuples: &,5, comme une union ensembliste. Nous notons (Pay ...a,), ou
encore (Pa), la suite d’applications (...(Paj)...a,). Nous notons (Aa)P la suite d’abstractions
(Aa1)...(Aan)P, et (wa)P le processus (vay)... (v a)P. Le symbole € est utilisé pour noter le tuple
vide.

Remarque (Conventions) Par souci de lisibilité, on utilisera des mots, plutét que des lettres
minuscules, pour désigner certaines références ou étiquettes. On choisira alors de les écrire en
caracteres sans sérif: put, get, ... De méme, lorsqu’on voudra nommer certains processus, on
choisira des caracteres gras: POR, BUFF, ... |

On peut remarquer "absence dans w* d’un constructeur équivalent au processus inerte, souvent
noté 0, du m-calcul. Toutefois, on peut exhiber des exemples de processus inertes. Pour simplifier
la présentation de certains résultats, nous introduisons un opérateur dérivé pour 0 dans le calcul
bleu.

Définition 2.1 (Nil) On note 0, prononcez nil, le processus (wu)(u = u).

Une différence avec le m-calcul, est 'introduction des enregistrements comme opérateurs primi-
tifs de notre calcul. Dans les calculs de processus, on considere généralement que les enregistrements
sont obtenus par codage. Nous dérogeons ici a cette habitude, car la présence des enregistrements
est un moyen de faciliter ’étude des objets: la partie [V] est totalement dévolue a cette étude.
C’est aussi un choix évident, deés lors qu’on s’intéresse & une application de nos travaux a 1’étude
des langages de programmation.

L’introduction des enregistrements a comme conséquence d’introduire une notion d’erreur
d’exécution: par exemple si on cherche a sélectionner un champ manquant dans un enregistrement,
comme dans le terme: ([ ]). Cette situation est en partie comparable & ’ajout des communications
polyadique a 7, et comme pour le m-calcul, ce probleme est résolu par 'addition d’un systeme de
types au calcul. C’est ce qui constitue la partie [l de cette these.

2.1.1 Noms libres

Le calcul bleu possede deux lieurs. Le premier est I’abstraction (Aa)P, comme dans le A-calcul,
et le second est la restriction (va)P, comme dans le m-calcul. Ainsi, nous définissons pour chaque
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PQ = a nom
| Aa)P abstraction
| (Pa) application
| (P Q) composition parallele
| waP restriction
| (a<=P) déclaration
| (a=P) déclaration répliquée
| (P-]) sélection
[ ] enregistrement vide
| [P,l=Q] extension/modification

Fig. 2.1: Syntaxe des processus bleus

processus P, les ensembles fn(P) et bn(P) qui sont, respectivement, les noms libres et liés de P.

Définition 2.2 (Noms libres et noms liés) Pour chaque processus P, on peut calculer I'en-
semble fn(P) de ses noms libres, et I'ensemble bn(P) de ses noms liés. Par analogie avec la
définition usuelle de ces ensembles, on ne tient pas compte des noms d’étiquettes.

fn(a) =qer {a} ([ ]) =qer 0

fm(Pa) =ger In({a <= P)) =ger In({a = P)) =ger In(P) U {a}
fin(wa)P) =get f((Aa)P) =got I(P) \ {a}

m(P | Q) =gt M([P,l =Q]) =qet In(P) U M(Q)

fIl(P l) —def fn(P)

bn(a) =qer bn([ ]) =qer 0

bn(Pa) =def bn((a <~ P)) =def bn((a = P>) =def bl’l(P l) =def bl’l(P)
bn(wa)P) =4ef bn((Aa)P) =get bn(P) U {a}

bn(P | Q) =get bn([P,l = Q]) =qof bn(P) Ubn(Q)

Notez que le nom a n’est pas lié par les déclarations {a <= P) et (¢ = P). Nous supposons
définie 'opération de substitution d’'un nom a par un nom b, qui est noté P{b/q}. Les détails de
la définition de P{b/q} sont omis ici. La substitution peut nécessiter le renommage de certains
noms liés, une opération appelée a-conversion. On dénote P =, @) la congruence engendrée par
cette forme de renommage, et par la suite, nous omettrons souvent de distinguer les termes a-
convertible. Nous utiliserons aussi parfois une notion de substitution d’'un terme a une variable,
opération notée P{Q/z}. Encore une fois, nous ne donnons pas les détails de cette opération.
Parfois, on aura également besoin de connaitre ’ensemble des noms déclarés par un processus.
C’est-a-dire les noms qui apparaissent en partie objet d’une déclaration:

Définition 2.3 (Noms déclarés) Pour chaque processus P, on peut définir I’ensemble decl(P)
des noms déclarés par P, qui représente 'ensemble des références utilisées comme sujet d’une
déclaration. Cet ensemble est donné par la définition suivante.

decl({a <= P)) =qgct decl({a = P)) =q¢t decl(P) U {a}
decl(a) =ger decl([ ]) =get 0
decl(Pa) =qef decl(P -1) =gor decl(P)
fn(( a)P) =qer decl((Aa)P) =qer decl(P) \ {a}
(P | Q) =ger decl([ P, ] = Q]) =qer decl(P) U decl(Q)
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2.1.2 Contextes

Un contexte du calcul bleu est un terme bati a partir de la syntaxe de ©*, étendu avec la

constante [_]. Cette constante représente le «trou» dans lequel on peut placer un processus. On
utilise les caractéres A, B, C ... pour les contextes, et on note C[P)] le résultat obtenu en comblant
le trou de C par P. Dans cette opération, certains noms de P peuvent se retrouver liés. Si on étend
la définition de fn(.) et bn(.) aux contextes, il est facile de voir que ’ensemble des noms de P,
capturés par C, est inclus dans fn(P) N bn(C).

Dans les sections suivantes, nous utiliserons un type particulier de contextes que nous ap-
pellerons contextes d’évaluation. Ce sont les contextes tels que le trou n’apparait pas sous une
A-abstraction, une déclaration ou une extension. Plus formellement, on a la définition suivante.

Définition 2.4 (Contextes d’évaluation) L’ensemble des contextes d’évaluation, noté &, est
I’ensemble engendré par la grammaire suivante:

E =[] [ (Ea) [ (E-D)[(E]P)|(P|E)|waE

ol P est un processus quelconque.

Nous définissons aussi quelques conventions de notation pour les contextes. Ainsi, on désigne
par les symboles E, F ... les contextes d’évaluation, et on pourra noter (C o D) la composition
des deux contextes C et D, c’est-a-dire que: (C o D)[P] =4t C[D[P]].

2.1.3 Enregistrements

Les enregistrements sont construits incrémentalement & partir de enregistrement vide [ ], en
utilisant une opération: [P,l = @], qui peut étre interprétée comme l'extension / la modifica-
tion du champ [ dans l’enregistrement P. Ainsi, notre modele est comparable & celui défini par
M. WAND [[40], puisque nous combinons dans une seule construction ces deux opérations.

Une notation classique, que nous adoptons ici, est d’écrire [l; = Pi,...,l, = P, ], le terme
[[[],l1=Pn],...ln = P,]. Ceci seulement lorsque les champs (I;);e[1..,] sont distincts. Parfois,
nous noterons (PI) la sélection (P -1). Cet abus correspond & une intuition trés simple: un enre-
gistrement est une fonction partielle des champs vers les processus, et la sélection correspond a
Papplication. Ainsi, dans la suite, le terme (Pa) pourra dénoter aussi bien une application (Pu),
qu’une sélection (P -1).

2.2 Sémantique opérationnelle

La sémantique opérationnelle du calcul bleu est présentée suivant le modele de la machine
chimique [0, 20]. La réduction est alors factorisée en deux notions: une relation de réduction,
P — P, qui décrit I’évolution du processus P vers le processus P’, et qui représente la partie
calcul d’une réduction; une relation d’équivalence structurelle, P = P’, qui permet de réarranger
les termes afin de mettre en contact les parties «réactives» d’un processus. Cette derniére relation
permet de se représenter chaque terme comme une «solution chimique», ou une soupe, de processus
élémentaires.

L’utilisation de ce type de présentation pour les calculs de processus, a été popularisée par
R. MILNER [07], qui l'utilise pour donner la sémantique du m-calcul. C’est aussi la présentation
choisie par G. BouDoOL, dans son article [22] qui a introduit le calcul bleu.

2.2.1 Equivalence structurelle

La relation =, est la plus petite congruence vérifiant les axiomes de la figure 3. Cette définition
partage des points communs avec celle donné pour 7, en particulier la régle d’extension de la
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portée, dite de «scope extrusion» en anglais. Il faut noter, cependant, que la composition parallele
n’est pas commutative dans notre calcul.

Nous ne sommes ni les premiers, ni les seuls, & avoir fait le choix d’un opérateur de composition
parallele dissymétrique. On retrouve ce choix, par exemple, dans la description de la sémantique
de CML [d3], et dans la définition du calcul d’objets concurrents de A. GORDON et P. HANKIN [60].
On retrouve également cette idée dans I'implantation de la composition paralléle dans P1cT [I30,
chap. 7] et JoCAML [R5, B4].

Intuitivement, dans la composition parallele (P | @), le processus @ est 'acteur principal du
calcul. C’est lui qui peut interagir avec ’environnement extérieur. Ce role est visible, par exemple,
dans la regle de distributivité. Nous reprenons en cela les conventions prises dans les exemples
de calculs que nous venons de citer: 'idée est que @ représente le «thread» principal d’exécution,
alors que P représente I’environnement. Cependant, contrairement au calculs séquentiels, la partie
environnement est active: on peut y trouver des messages et des applications.

Nous reparlerons du choix d’un parallele dissymétrique dans la section E.3. En particulier, nous
présenterons les arguments motivant notre choix. Arguments qui sont principalement ceux exposés
par G. BoupoL dans la conclusion de [22, sect. 7].

P=,Q = P=Q a-conversion

(P | ) | Ps)= (P | (P2 | Ps)) associativité
(P | P) | P)=((Pa| Pr) | Ps) commutativité gauche
wa)P | Q =wa) (P | Q) (a € fn(Q)) extension de la portée

Q| wa)P =wa)(Q | P) (a & fn(Q))
wa)vhP = whwa)P

(P | Qa=P]| (Qa) distributivité (sur le parallele)
(PlQ)-1=P[(@Q-
(wa)P)b = wa)(Pb) (a #0b) distributivité (sur la restriction)
(va)P) -l = wa)(P )
wa)P =P (a € fn(P)) <«garbage collection»
P=@Q = C[|P]|=C[Q] congruence

Fig. 2.2: Equivalence structurelle

2.2.2 Réduction

Afin de simplifier notre raisonnement, on peut séparer les processus du calcul bleu en quatre
catégories syntaxiques distinctes.

Définition 2.5 (Catégories syntaxique)

processus (ou termes) PQ =A|D|R|(P| Q)| waP
agents A z=u]| Aa)P | (Pa) | (P-])
déclarations D :=(a<«<=P)|(a=P)
enregistrements R :=[]|[P,l=Q]
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Il est facile de montrer que les régles exposées dans la figure 2.2, permettent de réécrire tout
processus P sous une forme particuliere

P=wiP || P) (2.1)

telle que la portée des noms privés a été étendue au maximum et que chaque application a été
distribuée au maximum. On se retrouve alors avec une «soupe» de molécules élémentaires, qui
sont soit des agents, soit des déclarations, soit des enregistrements. De plus on peut choisir de
mettre les agents sous une forme simple[]: ((Au)P)a, ou (Ra), ou (ua). Dans le dernier cas, on
dit également que 'agent est un message sur le canal u. On peut aussi trouver des termes de la
forme ({u <= P) a), que nous considérons comme des termes dégénérés: ne se réduisant pas, et qui
seront interdits par 'utilisation d’un systeme de types.

Définition 2.6 (Messages) Un message M, est un nom appliqué & une suite de noms ou de
sélections. C’est un élément de I’ensemble généré par la grammaire suivante.

M = a | (Ma) | (M)

On peut découper la définition de la relation de réduction, donné dans la figure B.3, en trois
parties, qui correspondent aux trois types de molécules élémentaires que I'on vient de définir.
Béta-réduction le premier type de réduction possible est la «petite» béta-réduction, qui permet

de réduire un agent.

L’adjectif petite s’emploie ici pour signifier que 'on substitue seulement un nom & une
variable. Ceci est a comparer au A-calcul, o un terme est substitué & une variable:
(Az.M)N — M{N/z}. On dit aussi que le A-calcul est d’ordre supérieur.

Sélection la sélection est aux enregistrements, ce que la béta-réduction est aux agents. Cependant
il existe deux cas, selon que le champ considéré est présent ou absent. Supposons que [ soit
différent de k, on a:

(P1=Q]1—pQ [P,l=Q]k—p Pk

Communication appelée aussi «ressource fetching» dans [22]. Comme dans la réduction de la
machine abstraite définie dans I'introduction, une déclaration répliquée (v = P), est une
ressource localisée en u qui peut réagir avec un message au cours d’'une communication:

(u="P) |uay...an =) (u=P) | Pai...a,
uay ...a, | (u=P) =y Pai...a, | (u=P)

Dans le cas de la déclaration (u <= P), la ressource est détruite au cours de la communication.
Plus exactement, elle est remplacée par un processus inactif.

(u<=P) |uar...an —) 0| Pay...ay
uay ...an | (u<=P) =) Pay...a, | 0

Il est facile de voir que ’ensemble des couples ((0 | P),P) forme une relation de bisimulation
forte. Une relation D est une bisimulation forte si ¢’est une équivalence telle que, si (P,Q) €
D et P — P’ alors il existe un processus @’ tel que Q — Q' et (P',Q’) € D. On peut donc
considérer que (0 | P) est équivalent a P, ce qui permet de simplifier la premiere regle (cf.
reégle (red decl) de la figure B-3).
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P—-P Ecé& PP P=Q
(red context) (red struct)
B[P - B[P =P
red beta)

(Az)P)a — P{a/z} (

(red decl)

(red mdecl)

(u<=P) | (ua) — (Pa) (u=P) | (ua) — (u=P) | (Pa)

= - (red decl) = — (red mdecl)
(ua) | (u<=P)— (Pa) | 0 (ua) | (u=P) — (Pa) | (u=P)
kA1
[P,ZZQ]~Z—>Q (red sel) [P,l:Q]-kHP-k (red over)

Fig. 2.3: Réduction

Les regles de réduction sont rassemblées dans la figure £.3. Nous excluons cependant de donner
le symétrique des regles de communication des déclarations. Les régles qui s’ajoutent a celles déja
données, précisent que la réduction est compatible avec ’équivalence structurelle, et les contextes
d’évaluations.

Les deux relations — gy et —(,), qui correspondent respectivement a la béta-réduction plus la
sélection, et a la communication, vérifient des propriétés simples.

Lemme 2.1 La béta-réduction satisfait la «propriété du losange»: si P — gy Py et si P — gy P,
alors soit Py = P1, soit il existe P’ tel que: Py — gy P’ et Pr — gy P'. De plus cette relation
est fortement normalisante: pour tout terme P, il existe un terme @ tel que: P i(g) Q et Q est
béta-irréductible, ¢’est-a-dire {Q' | Q —5) Q' } = 0.

On peut donc définir une béta-forme normale pour chaque processus. Il n’y a pas de résultat
équivalent pour la communication, mais nous montrons qu’on peut toujours effectuer toutes les
béta-réductions avant de communiquer.

Lemme 2.2 La communication et la béta-réduction sont deuzx relations «indépendantess: si
P — ) Po et P — gy Py, alors il existe un terme P’ tel que: Py —(3) P’ et P —(,) P'.

Preuve (Lemmes 2.7] et P.2) La preuve de ces résultats peut étre trouvée dans [22]. Elle utilise
le fait que la béta-réduction n’introduit jamais de nouveau rédex. O

Il est clair que c’est la communication qui est responsable de la «puissance» du calcul bleu. En
effet elle est responsable du non-déterminisme et de la non terminaison du calcul. Le plus simple
exemple de calcul infini est fourni, par exemple, par le terme suivant.

Q =qor w)({u=u) | u) = Q

Le non-déterminisme provient de deux sources de conflit possibles. Ainsi on peut avoir une «paire
critique», faisant intervenir deux ressources localisées au méme endroit. C’est le cas dans le codage
du choix interne par exemple

(P& Q) =aer vu)((u<=P) | (u<=Q)) [u)  avecu ¢ (P,Q)

En effet, on montre qu’apres une réduction, le processus (P @ Q) peut se comporter soit comme
P, soit comme @, c’est-a-dire que (P & Q) — = P et que (P & Q) — =5 Q, ou =, est une
certaine équivalence comportementale définie sur 7*. Une autre source de non-déterminisme,

1. Nous utilisons la convention qui consiste & désigner par (Pa), aussi bien une sélection qu’une application.
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est le conflit entre deux messages destinés a une méme ressource. Comme dans le terme
({u<=P)) | uby...by | uay ...a, par exemple.

On peut remarquer que la définition de la relation de réduction ne comporte pas de notion
d’erreurs d’exécution. Or, comme nous I’avons indiqué en introduction, certains processus sont
de manieres évidente des erreurs. Une solution classique pour traiter le cas des erreurs, est de
définir une constante, disons err, et des regles de réduction supplémentaires [T28]: par exemple
(Az)P) -1 — err. Pour garder notre présentation simple, nous préférons ne pas introduire ces
regles annexes. On remarque toutefois que le processus ((Az)P) -1 ne se réduit pas.

2.3 Variantes du calcul bleu

Comme pour le 7m-calcul, il existe presque autant de versions du calcul bleu, que d’articles
publié & son sujet. Dans ce chapitre nous donnons les définitions de deux versions du calcul bleu.
La premiere version étudiée, que nous appelons symétrique, correspond a la définition initiale
de ©*: c’est le calcul avec un opérateur de composition parallele commutatif. L’étude de cette
version nous permet d’éclairer certains choix fait sur la sémantique du calcul, elle a aussi un
intérét «historique», puisque la premieére définition du calcul bleu [22] utilisait un opérateur de
composition paralléle commutatif.

Nous définissons, dans la section P.3.2, une seconde variante du calcul bleu, appelée calcul
local, d’aprés le nom de «m-calcul local> (L) donné par D. SANGIORGI et M. MERRO [RY], qui
identifie une variante de 7 dans laquelle un nom regu ne peut étre utilisé que pour émettre.

2.3.1 Calcul bleu symétrique

Dans toutes les versions du m-calcul connu par 'auteur, 'opérateur de composition parallele
est commutatif. C’est-a-dire qu’on a la régle d’équivalence structurelle suivante: (P | Q) = (Q | P).
Ce choix est également celui fait dans les premieres définitions du calcul bleu [22, B8], que nous
appellerons aussi calcul classique.

Pour obtenir la définition du calcul bleu symétrique, il suffit de modifier les régles d’équivalence
structurelle données dans la figure B-. Ainsi, en plus de la régle de commutativité du parallele,
on doit remplacer la regle de distributivité de lapplication (P | @)a = P | (Qa), par la regle:
(P | @)a = (Pa) | (Qa). En effet, dans le cas contraire, 'utilisation de la relation =, pourrait
introduire une nouvelle forme de non-déterminisme dans les réductions. Comme dans le cas suivant,
par exemple:

(AD)P | Ar)Q)a — (An)P | Q{a/x})
= Z

(A0)Q | An)Pla — (AnQ | Pla/s))

Ce phénomene est génant car I’équivalence structurelle n’est plus un bisimulation. De méme, il
nous faut ajouter des regles permettant de distribuer I’application sur les déclarations:

({u <= P)a) = (u <= P) ({u = P)a) = (u = P)

A titre indicatif, nous donnons dans la figure @ le récapitulatif des regles d’équivalence structurelle
dans le calcul classique.

Le calcul classique peut sembler plus simple que 7*, néanmoins cette simplification s’accom-
pagne de l'introduction de nouvelles regles d’équivalence, qui violent les intuitions que nous avons
donné du calcul. En particulier, on perd la possibilité de désigner la partie fonctionnelle «active»
d’un processus. De plus, 'utilisation du parallele dissymétrique permet de simplifier les regles de
typage du calcul.

Les systemes de types pour le calcul bleu, ne seront introduits que dans la partie [IJ. Disons
simplement que, dans le calcul classique, on peut trouver des exemples tels que (Pa) | (Qa) est



2.3. VARIANTES DU CALCUL BLEU 19

e Q = P= Q
(P [ BR) | Ps) = (P| (P2 ] Bs))
P1Q) = @IP)
(vwP) | Q@ = ww®|Q) (ugm(Q))
wwywn)yP = wv)wu)P
(P1Qa = (Po)|(Qu)
(vwyP)a = wu)(Pa) (a # u)
((u<=P))a = (u<P) (de méme pour (u = P))

P=Q = C[P]=C|Q]

Fig. 2.4: Equivalence structurelle dans le calcul bleu symétrique

bien typé, alors que (P | Q)a ne lest pas. On considére, dans ce cas, un systéme avec des types
polymorphes, cf. section [3.

2.3.2 Calcul bleu local

Si on se base sur le codage informel du A-calcul donné en introduction de cette these, on peut
interpréter le processus (vu)({u = N) | (Mu)) comme étant équivalent & l'application d’ordre
supérieur (M N). Nous introduisons un opérateur dérivé pour simplifier les idées développées dans
cette section. Soit (def u = @ in P) 'opérateur définit par le processus (wu)({u = Q) | P). Alors,
si u est un nom nouveau, on choisit de noter par (P Q) le processus:

(PQ) =qer (defu=Qin(Pu)) =gt wuw)({u= Q) | Pu)

Avec cette notation, on obtient une regle dérivée pour la béta-réduction, qui est équivalente a celle
que P'on trouve dans le A-calcul avec substitutions explicites [I]En supposant que (def v = Q in P)
est la substitution explicite du nom u, par le processus @), dans P. Soit = une variable qui n’apparait
pas libre dans @, alors:

(An)P)Q — wu((u=Q) | P{u/z}) = (defu=QinP{t/z})

Cependant, cette regle n’est pas toujours compatible avec la définition de la béta-réduction donnée
par la régle (red beta). En particulier, si on applique cette régle dans le cas suivant:

(Az){z <= R))v — defu=vin{u < R{u/z})

on obtient comme résultat un processus inerte, alors que l’on s’attend a obtenir un processus
équivalent a la déclaration: (u <= R{u/z}).

Pour se débarrasser de ce cas problématique, une solution est d’interdire l'abstraction des
noms qui apparaissent en position objet d’une déclaration. Nous disons d’un processus qui vérifie
cette propriété, qu’il vérifie la condition de localité. Dans le calcul local, un nom regu pendant
une communication ne peut pas servir a créer une déclaration, c’est-a-dire en terme de m-calcul :
il ne peut pas servir a créer un récepteur. On dit aussi que seule la «capacité d’émission» est
communiquée.

Nous nommons calcul local le calcul obtenu en restreignant I'abstraction, ceci en référence
au m-calcul local de [RY], et au calcul 72 de M. BOREALE [I6]. Cette restriction ne nuit pas a
Pexpressivité du calcul: en appliquant les résultats de [I6], on peut exhiber un codage de = dans
le calcul bleu local.

La condition de localité peut étre facilement imposée. Il suffit de considérer deux catégories
de noms distinctes: une pour les variables (les noms qui peuvent étre abstraits) et une pour les
références (les noms qui peuvent apparaitre dans une déclaration). De plus, la condition de localité
est cohérente avec les hypotheses généralement admises dans les langages de programmation: on
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PQ = z|u variable ou référence
| Ax)P abstraction (sur les variables)
| (Pa) application
| (P Q) composition parallele
| @wwP restriction (sur les références)
| (u<=P)|{u=P) déclarations (sur les références)
| (P-D)|[]][P,l=Q] enregistrement

Fig. 2.5: Syntaxe pour le calcul bleu local

peut interpréter le nom wu, dans le processus (u <= P), comme étant une référence & un objet
dont le code est P. La contrainte de localité implique alors que, si 'on transmet une référence
a un objet, personne ne peut créer d’objet accessible & la méme référence. Ainsi, moyennant la
définition d’un systéme de type assez simple [8] pour le calcul local, on peut assurer qu’a un nom
correspond un seul objet (une seule déclaration).

En effet, dans le calcul local, on peut connaitre statiquement, c’est-a-dire en examinant la
définition d’un terme, quels sont les déclarations possibles sur un nom. Cette propriété est utile
pour le typage, c’est ce que nous verrons dans la partie [I]] (en particulier & la section [[3:4), elle est
aussi utile au niveau du raisonnement: elle permet de maintenir un invariant important lors des
réductions d’un terme, celui que I’ensemble des noms déclarés d’un terme décroit. Pour conclure
cette section, signalons que le premier calcul de processus ayant imposé I’hypothese de localité est
le calcul JoIN [62, b5]. En effet, dans ce calcul, ’hypotheése de localité découle du fait que le nom

d’un récepteur est toujours restreint. On peut également trouver cette hypotheése employée dans
le calcul TYCO [I35].



CHAPITRE 3

Expressivité du calcul bleu

E CALCUL BLEU, que nous avons introduit au chapitre précédent, inclut a la fois les construc-
teurs du 7m-calcul et du A-calcul. Il semble donc fournir un modele d’exécution plus expressif
que le m-calcul, et il se pose le probleme de comparer I'expressivité de ces deux modeles. Cette
question est traitée dans la section B-1l. Le probleme se pose aussi de comparer la simplicité de ces
deux modeles, dans le sens de la simplicité d’expression de certains exemples. Aussi, nous donnons
dans la section B-3, quelques exemples de processus empruntés au m-calcul. L’étude du codage du
A-calcul, dans la section B.3, fournit un autre exemple de la simplicité et de I'expressivité du calcul
bleu.

Dans ce chapitre, nous considérons que le lecteur est familier avec la théorie du m-calcul et du
A-calcul. Bien que nous introduisions le m-calcul a la section B.I], nous invitons les «non-spécialistes»
a lire introduction écrite par R. MILNER [97]. La theése de D. TURNER [[30] est aussi une lecture
conseillée pour comprendre le modele de programmation associé au m-calcul. Pour ce qui concerne
le probleme de U'interprétation du A-calcul dans le m-calcul, le lecteur profitera de la lecture de [08].
Ce probléme est traité avec plus de détails dans [I21], et dans la thése de D. SANGIORGI [[14].

3.1 Interprétation du pi-calcul

Parmi les nombreuses définitions de m-calcul existantes, la version qui se rapproche le plus
de notre calcul, est celle du mini 7-calcul asynchrone et polyadique. C’est-a-dire le calcul sans
opérateur de choix, ni de matching, utilisé comme base du langage de programmation P1cT [I05,
130]. Dans la suite, nous dénotons ce calcul w. La syntaxe de m est donnée par la grammaire
suivante:

P.Q = a(®) | u(®).P | W(®).P | (P | Q)| wwP (3.1)

ol ¥ est un tuple de noms, appelés aussi canaux de communications. La sémantique de 7 est
donnée dans la figure B-1l. Ce calcul, a priori tres simple, est suffisamment expressif pour coder
certaines stratégies de réduction du A-calcul [98, IT6]. 11 est aussi possible d’y coder le m-calcul
d’ordre supérieur [I15, [T4], c’est-a-dire le calcul dans lequel on échange des processus, plutot que
des noms, au cours d’'une communication. On suppose que les noms du 7w-calcul sont inclus dans
N. Le codage de 7 dans w*, donné dans la définition suivante, est simple et direct.

21
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Définition 3.1 (Codage de w dans ©*)

[a(vy ... vn)] = Un
[u( ).P] = (u ~= (z\U)P)
['u(®).P] = (u = ADP)
[P | Q] =(F]|[Q]
[wuw)P] = ww[P]

syntaxe:
P,Q ::= w(0) | u(0).P | u(0).P | (P | Q)| wwP
équivalence structurelle:

P=,Q = P=Q

(P1QIR) = (P|l@Q]|R)
PlQ) = @|P)
(vwP) | Q = ww(P|Q) (u¢(Q))
wuwywnP = wv)wuw)P
wwP = P (u & fn(P))
P=Q = C[P]=C[Q]

réduction: on suppose que les tuples v et w sont de taille égale, et qu’il n’existe pas deux
noms égaux dans w.

w(®) | u(@).P —r P{0/w}

w(0) | 'u(w).P —, P{0/@} | u(w).P

P—,P = (P|Q) —(P|Q) & vwP —, wuwP’
P—,P&P=Q=Q—,P

Fig. 3.1: Le w-calcul: syntaxe et sémantique opérationnelle

Il est simple de montrer que les réductions de 7 sont mimées de la maniére suivante.

Lemme 3.1 (7* simule w) Si P est un processus de w tel que P —, P’, alors

([PT 1 0) () = ([PT]0)

Ainsi, par exemple, la communication du 7-calcul se traduit de la maniere suivante. Soit ¥ et
w deux tuples de méme taille — on suppose que les noms de w sont distincts — nous utilisons la
notation P{¥/} pour dénoter la substitutions des noms w; par v;.

[(@) | u(@).PT |0 =aer | (u <= AQD)[P]) |
= ((us=Qa)[P]) | ud)

— (Qo[P)o|0
=@ [PHY/@} = ([P{%/@}] | 0)

0
| 0

Preuve La preuve se fait par induction sur I'inférence de P —, P’. Nous ne donnerons pas les
détails ici, le lecteur pouvant trouver les grandes lignes de la preuve dans [22]. Disons simplement
que la présence de nil est nécessaire dans les cas utilisant la commutativité du parallele dans 7.0
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Nous montrons que le codage de w dans 7w* est complet — plus précisément, le lemme B-1] implique
que le m-calcul est inclus dans 7w*— ce qui implique que 7* est au moins aussi expressif que w. La
propriété inverse est aussi vraie. La preuve de la correction du codage du m-calcul dans le calcul
bleu a été donnée par G. BouDpOL dans [22], ot auteur utilise des transformations similaires aux
transformations «continuation passing style» (CPS) du A-calcul. Une conclusion que nous pouvons
tirer de ce résultat, est que le m-calcul, comparé au calcul bleu, est un langage assembleur qui
encourage l'utilisation d’un style indirect pour modéliser les comportements.

A titre d’information, on peut dire que la propriété inverse du lemme B] n’est pas toujours
vérifiée. C’est le cas, dans 'exemple précédent, si les tuples v et w ne sont pas de la méme taille
par exemple. En effet on peut avoir une réduction dans 7r*, alors qu’on a une erreur dans 7.
Cependant, comme le montre G. BOUDOL [22, Lemma 5.2], le résultat est vrai si P est bien typé:
ou la notion de type considérée sur r, est le systéme de sortes de MILNER (cf. section [T.3).

Avant de s’intéresser au codage du A-calcul, on introduit un opérateur dérivé dans =*, pour
traiter les définitions récursives.

3.2 L’opérateur de définition

En utilisant la déclaration répliquée, il est facile de construire un opérateur dérivé, noté
(def u = Rin P), qui a une sémantique semblable aux opérateurs de définitions récursives des
langages de programmation fonctionnel, tel que ML ou ISWIM [i78] par exemple.

Définition 3.2 (Opérateur de définition) Soit @ le tuple de noms (uq,...,u,), sans aucune
répétition. On utilise la lettre D pour désigner une liste de définitions mutuellement récursives:
up = Py,...,u, = P,, et on dénote (def Din Q) le processus

def DinQ =gqer w)({u; = P1) | - | {(un = Pp) | Q)

a la condition qu’aucun nom w; ne soit déclaré dans @, c’est-a-dire que (@ N decl(Q)) = 0.

Il est facile de montrer que cet opérateur obéit aux regles d’équivalence structurelle donnée
dans la figure [2]. T1 faut noter que la premiére de ces régles est encore valide si on remplace v par
une sélection, ainsi on a: (def Din P) -l = def Din (P -1). On verra que ces régles correspondent,
en partie, aux régles d’équivalence structurelle de A*, le «\-calcul avec passage de noms» défini a
la section suivante.

En ce qui concerne la réduction, il est facile de montrer que la régle (red def) définie dans la
figure B.J peut étre dérivée. On retrouve donc ’équivalent de la réduction dans A*, puisque cette
regle implique que:

def D.u=P,D'in (uv) —= def D,u= P,D’in(P%)

Le lecteur peut noter que, dans la définition de (def Din@), la condition qui impose aux
(u;)* € détre distincts, et différents des noms de decl(Q), implique que le canal u; correspond
a une unique déclaration répliquée. Dans ce cas, il s’agit de (u; = P;). Ceci correspond & un cas
particulier de I’hypothése du récepteur unique, souvent employée dans 7 : c’est-a-dire qu’un canal
est toujours associé a un seul récepteur.

Dans la suite de cette these, il nous arrivera de considérer une version du calcul bleu dans
laquelle l'opérateur de déclaration répliquée (u = P) est remplacé par l'opérateur de définition.
Ceci ne modifie pas I'expressivité de notre calcul, puisqu’il existe un codage simple de 1'un vers
I'autre. En effet, soit £ un nouveau nom, on a:

(u=P) ~ defr=(u< (x| P))inz ~ recz.(u < (z | P))



24 CHAPITRE 3. EXPRESSIVITE DU CALCUL BLEU

équivalence structurelle: on note @ le tuple des noms définis par D.

(def DinQ)v = def Din(Qv) (v&a)
def Din(defv=PinQ) = defDw=PinQ (vga)
(def DinP) | Q = defDin(P | Q) (anfn(Q)=10)
def Din(wv)P) = wuv)(defDinP) (v ¢&a)
réduction:

D =4t Di,u=R,Dy ({u}Ufm(R))Nbn(E)=0 Eec¢&
def DinE[u] — def D in E[R]

(red def)

Fig. 3.2: Regles dérivées pour l'opérateur de définition

ol ~~ représente n’importe quelle équivalence «sensée» pour le calcul bleu, et ol recz.P est
Popérateur dérivé de récursion défini par recz.P = (defz = Pinz). Dans la section suivante,
nous nous intéressons au codage du A-calcul dans le calcul bleu.

3.3 Interprétation du lambda-calcul

Une conséquence du lemme B, qui énonce que le codage de m dans ©* est complet, est
qu’il est possible de remplacer le mécanisme de la communication asynchrone du m-calcul, par
deux mécanismes encore plus élémentaires: 'acces aux ressources (représenté par —(,)), et la
béta-réduction (représentée par —(g)). Ce phénomene est caractéristique du calcul bleu, ot la
communication est vue comme une forme spéciale d’acces aux données. Nous montrons dans cette
section comment, en utilisant le méme paradigme, on peut interpréter le A-calcul dans le calcul
bleu.

Les termes du A-calcul sont obtenus a partir de trois constructeurs: les variables: z; 'abstrac-
tion: Az.M, qui permet de construire une fonction; l’application: (M N), qui permet d’appliquer
une fonction M a un argument N.

M,N ==z | Ax.M | (MN)

On considere ici le A-calcul faible en appel par nom [I08], noté A. Dans ce A-calcul, la réduction
est localisée a l'application la plus a gauche. Plus formellement, on a les deux régles de réduction
suivantes.

(Az.M)N —; M{N /2 } M —; M = (MN) —; (M'N)

On suppose que les variables de A sont des noms de 7v*. Une premiere étape dans le codage du
A-calcul est la définition d’un calcul intermédiaire, noté A*, qu’on appelle le « \-calcul avec passage
de noms». La sémantique de A* est donnée dans la figure B.3. Ce calcul correspond & la fois & une
restriction et a une extension de A :

— La restriction est que, comme dans le calcul bleu, on ne peut appliquer un terme qu’a un
nom. En particulier, on utilise la notation (Az)M pour ’abstraction, au lieu de Az.M;

— D'extension est réalisée par I’ajout d’'un opérateur de définition: def x = Lin I, comme celui
défini a la section B2

Généralement, 'opérateur de définition ajouté au A-calcul est noté let, c’est le cas dans ML [93]
par exemple. Le choix d'un nom différent ici, est motivé par le fait que le let de ML est associé a
la stratégie d’évaluation en appel par valeur, alors que notre stratégie est avec appel par nom. De
plus l'opérateur def est récursif.
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Dans A*, au lieu de remplacer une variable par un terme, on échange des noms. On utilise
alors les définitions pour mémoriser la «valeur» associée & chaque nom, exactement comme on a
utilisé les déclarations dans la machine chimique décrite en introduction de cette thése. Avec cette
approche, on ne remplace un nom par une valeur que lorsque ceci est nécessaire, c’est-a-dire lorsque
la variable apparait en position de téte. On retrouve donc le mécanisme de 7*, ou les définitions
sont des ressources répliquées, et les formes «normales de tétes» sont des agents. Cependant, dans
le A-calcul avec passage de noms, et contrairement a 7w*, un seul message a la fois peut étre actif.
En effet il n’y a pas de composition paralléle dans A*.

syntaxe: on suppose les x; distincts

D = x1=1L4,...,0p =Ly,
I.,L == z|XAx)L| (Lz)|defDinl

équivalence structurelle: on suppose que x n’est pas défini dans D

(def Din L)z = def Din (Lx)
def Din(defx =IinL)=def D.x =Iin L

réduction:
(A L)y — L{y/x}
def Dx =L D'inzy, ...y, > def Dx =L D inLy; ...y,

L—L = (Lz) > (L'2) & def DinL — def Din L'
L-L&L=I=1-1

Fig. 3.3: Le \-calcul avec passage de noms: A*

Dans son article ou il étudie le A-calcul paresseux [78], J. LAUNCHBURY a donné une in-
terprétation tres simple de A dans A*. On note M* la traduction d’un terme de A.

Définition 3.3 (Codage de A dans A*)

*

=z
Az.M)* = Ax)(M*)
(MN)* = defu= N*in(M*u) (ou u est choisit non libre dans (M N))

Il faut noter que la définition (defu = N*in...), qui apparait dans le codage de l'application,
n’est pas récursive, car le nom u n’apparait pas dans N*. Dans le cas ol une définition n’est pas
récursive, on montre qu'il est possible de définir une transformation inverse de A* vers A, telle
que (def u = I'in L) devient L{I/4}. Un résultat de correction prouvé par J. LAUNCHBURY, nous
montre que A et A* sont équivalents (ce résultat est formellement défini dans le théoréme B.J).
Nous donnons d’abord quelques définitions. Soit M un terme de A. On dit que M converge si
M 5, \z.N. Cette propriété est notée M |} Az.N. De la méme facon, on définit une notion de
valeur dans A*: on dit que L’ est une fermeture si L' = (def Din (Ax)I), un terme L converge,
noté L || L', si L peut se réduire en une fermeture L’ aprés plusieurs pas de calculs. Le résultat
suivant énonce que A* simule A.

Théoréme 3.2 (Launchbury [7R]) Soit M un terme clos de A. Alors le terme M converge, si
et seulement si M* converge: M | M' <= M* || L'. De plus, on montre que M’ s’obtient
depuis L', en utilisant la «transformation inverse» de A* vers A.
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On montre maintenant comment coder A* dans 7*. En utilisant 'opérateur dérivé de définition
de 7*, on obtient une interprétation directe de A* dans 7*, donnée dans la définition ci-dessous.
L’interprétation de A dans 7*, s’obtient alors par composition des deux codages (.)* et [.]
(définition B3 et B-4). On peut trouver cette interprétation dans la définition B1].

Définition 3.4 (Codage de A* dans 7*)

[[LL'Z' = Ll,...,xn = ?[’n% = X; = [[Lﬂ],...,l’n = IILTL]]
[Ax)L] = Ax)[L]
[Lz] = ([L]=)
[def Din L] = def [D] in[L]

Le résultat de correction du codage de A* dans w* est plus fort que celui énoncé dans le
théoreme B.Z. En effet, il est facile de montrer la propriété suivante.

Proposition 3.3 (7* simule A*) Soit L un terme de A*. Si L réduit: L — L', alors il existe
un processus P’ tel que [L] — P’ et P’ = [L']. Réciproquement, si [L] — P’, alors il existe L'
tel que L — L' et P =[L'].

Associé au théoreme B.4, cette propriété implique la correction de l'interprétation de A dans &*.
1l suffit, pour ce faire, de fournir une définition cohérente de la convergence dans 7*, c’est-a-dire
une définition de la relation P |} P’. Cette notion de convergence est donnée dans la définition E:1],
a la section 3. Nous ne donnerons donc pas plus de détails ici.

Dans le codage du A-calcul, la composition parallele est utilisée uniquement dans le codage de
Papplication (implicitement dans le codage de def D in P), c’est-a-dire pour coder les fermetures.
Elle ne sert qu’a ajouter des déclarations (répliquées) & un agent. Ceci motive, en partie, le choix
d’un opérateur parallele dissymétrique pour notre calcul, ainsi que la regle de distribution de
Papplication sur le parallele: (P | Q)a = P | (Qa). En effet, avec un parallele dissymétrique,
on peut désigner la «partie fonction» d’un processus, c’est-a-dire les expressions du A-calcul dans
notre codage, comme étant la partie a droite du parallele le plus externe.

Une autre conséquence du codage de A, est qu’il nous permet de mieux cerner I’ensemble des
processus du calcul bleu , ayant un «comportement fonctionnel»: il contient bien sir les termes en-
gendrés par les constructeurs du A-calcul, mais il contient aussi des termes de la forme def D in P.
C’est ce calcul que nous étudions dans la section suivante.

3.4 Un lambda-calcul avec définitions récursives

Dans cette section, nous définissons un nouveau calcul fonctionnel, dénoté ADef. Il s’agit,
intuitivement, du calcul obtenu a partir de 7v* en se privant de la restriction, de la composition
parallele et des déclarations, et en ajoutant les définitions. On peut donc voir ADef comme la
«partie fonctionnelle» du calcul bleu, ou comme un sous-calcul déterministe du calcul bleu. Ce
calcul nous sera utile dans la partie [Vl, pour étudier 'interprétation des objets extensibles.

Définition 3.5 (Syntaxe de ADef) On suppose 'existence d’'un nombre dénombrable de

variable x,y... incluses dans N. Les termes de ADef sont définis de la maniére suivante.
M,N == z | Ax)M | (MN) A-calcul

defr = NinM définition récursive

M -1) sélection du champ I

] enregistrement vide

M,l=N] extension/modification

—_——
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On distingue un sous-ensemble de termes qui représente les valeurs de ADef.

V= A)M | [M,l=N]|defz=NinV

Comme nous allons le voir maintenant, les opérateurs de ADef ont pratiquement la méme
sémantique que dans le calcul bleu. D’ailleurs tout terme de ce calcul peut s’interpréter direc-
tement comme un processus du calcul bleu. On peut alors définir les notions de variables libres et
liés, comme au chapitre . De méme pour les notions de contexte et de substitution. En s’inspi-
rant des relations d’équivalence structurelle et de réduction de 7*, on peut définir une relation de
réduction de la maniere suivante.

(Ae)yM)N — defz=NinM (z & fn(N))
[R,i=M]1 —- M
[R,l=M]k — Rk (k#1)
(defr =NinM)L — defz=Nin(ML) (x¢fn(L))
(defr=NinM)-l — defz=Nin(M )
(defz = NinClz]) — (defz=NinC[N]) (({z}Ufmn(N))Nbn(C)=0)
M — N = C[M] — C[M']
On pourra noter cette relation — xpef, pour la distinguer de la relation de réduction du calcul bleu,
et on note M | le fait que le terme M converge, c’est-a-dire qu’il existe une valeur V telle que

* , . . . . s .
M —xper V. Nous définissons aussi une relation de conversion entre termes, notée ~p, qui est la
plus petite congruence qui contient la relation de réduction, et qui obéit aux équations suivantes:

(defz = NinM) =~p M{recz.N/;} (avec rec z.N =4o¢ (defz = Ninz))
[[R,l=M],k=N] ~p [[R.k=N],l=M] (k#1)
[[R,l=M],l=N] =~p [R,l=N]

Bien qu’inspiré par la partie fonctionnelle du calcul bleu, le calcul ADef ne s’obtient pas
directement de w*. Une premiere différence est 'utilisation de l'application d’ordre supérieur:
(MN). Cependant, comme dans le cas du codage du A-calcul dans A*, on peut interpréter ce
terme par le processus (def z = N in (Mz)), ol x est une variable fraiche. Une seconde différence,
beaucoup plus profonde, se trouve dans la définition de la réduction. Ainsi, dans ADef, on peut
réduire un terme dans tout contexte:

(M —apet M') = (C[M] —apet C[M'])

Alors que dans le cas du calcul bleu, la régle (red context) restreint la réduction au cas ou C est
un contexte d’évaluation. Il en est de méme pour la réduction de la définition. Dans la partie [,
nous prouvons des propriétés qui permettent de montrer que ADef peut s’interpréter dans le calcul
bleu, et que la notion de conversion (/p) est induite par notre relation d’équivalence sur 7w*. C’est-
a-dire qu’on a la propriété suivante. Soit = la relation d’équivalence définie dans la partie [, et
soit M et N deux termes de ADef. On note M*® le processus de w* obtenu a partir de M par
I’isomorphisme tel que (M N)® = (def u = N in (Mu)) — pour un u nouveau —, et tel que (.)® est
un homomorphisme pour les autres constructeurs de ADef.

Proposition 3.4 (7* simule ADef) Si M ~p N, alors M*® ~, N°.
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3.5 Quelques exemples de processus

Pour terminer ce chapitre, nous donnons quelques exemples de processus du calcul bleu. On a
montré dans la section B.2.3, comment coder le choix interne dans notre calcul: Popérateur (P®Q),
nous donnons maintenant plusieurs exemples, classé en trois catégories: des exemples tirés du A-
calcul; des exemples tirés du m-calcul, et en particulier les structures de données définies par
R. MILNER dans [97]; des exemples qui correspondent aux opérateurs des langages séquentiels.

3.5.1 Exemples de fonctions

Comme nous l'avons vu dans les sections B3 et B, on peut définir un opérateur pour
«’application d’ordre supérieur» dans le calcul bleu.

Définition 3.6 (Application) Soit u un nom nouveau, on note (P Q) le processus:

(PQ) =qer (defu=Qin(Pu)) =gt wuw)({u = Q) | Pu)

Avec cette notation, on obtient une regle dérivée pour la béta-réduction, qui est équivalente a celle
de ADef. Soit x une variable qui n’apparait pas libre dans @), alors:

(ADP)Q — wu({u = Q) | P{u/s}) =a defe = Qin P

On peut aussi définir les combinateurs usuels du A-calcul, comme les entiers de Church: n =
Afx)(f ... fx), les booléens vrai: T =ger (Azy)z, et faux: F =4er (Azy)y, ou encore la récursion:

Définition 3.7 (Récursion) On dénote rec u.P le processus (wu)({u = P) | u), c’est-a-dire le
terme (def u = Pinu).

Dans la partie [, nous montrerons que cet opérateur a bien la sémantique d’un opérateur de
récursion. En particulier, on peut démontrer que la loi classique de «dépliage» de la récursion est
valide, c’est-a-dire que: recu.P =, P{recu.P/y}. On peut aussi définir des fonctions non \-
définissables, comme le «ou parallele»: POR, qui renvoie la valeur T dés que 'un de ses arguments
est vrai, ceci méme si 'autre argument diverge.

POR =uet Azy)wrth)((t = (r =T) | f = = (r=F) [atf | yif|r)

Intuitivement, si I'un des arguments de POR est équivalent & T, alors, apres un certains nombres
de réductions déterministes, une déclaration (r <= T) est mise en solution. Cette déclaration peut
alors interagir avec le message sur le nom r pour donner comme résultat un processus de la forme
wrtf)(--- | T), qui — dans ce cas précis — est équivalent a T.

Que POR soit fidele & la spécification informelle que nous en avons donné, dépend de la
sémantique choisie pour le calcul. Cela dépend en particulier de I’équivalence choisie sur les termes.
Soit € le processus (vu)({u = u) | u) introduit a la section P.2.2. On peut montrer par exemple
que:

*

(PORQT) == wrthH((t<=(r<=T) | f=(f=(r<=F)) | (Qf)[t]r)
— wrhH((f == r<=F)) | (Qf) | {r<=T)|r)
- (thf)(<f < ({f=({r<=F)) | Qtf)|T)

(PORTQ) = ;Z T

(PORFF) S =~, F
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3.5.2 Exemples de processus

Comme le 7-calcul est inclus dans le calcul bleu, on peut aussi donner des exemples de processus
non séquentiels, comme des structures de données mutables, c’est-a-dire modifiables en place, par
exemple. Un exemple de ce type est le buffer a une place: BUFF, qui peut alternativement réagir
aux messages «put» et «get».

BUFF =4 rec b.(put <= (Ax){get <= (b | z)))

Comme dans l'exemple de POR, on peut noter ['utilisation de déclarations imbriquées
({f <= (f <= ...)) par exemple), comme moyen de synchroniser les messages. Le lecteur est
invité, & titre d’exercice, & montrer que le terme ((BUFF | put f) | get©) se réduit en (BUFF | f 7).

Nous donnons également un exemple qui montre la différence avec la réduction dans w. On
peut coder dans le calcul bleu, un équivalent de la structure de donnée liste [97]. On définit deux
références, nil pour la liste vide et cons pour le constructeur de listes. On déclare ces noms dans
I'environnement global en mettant les deux ressources suivantes en parallele avec tout processus

(nil = (Ancyn) (cons = (Aht)(Anc)cht)
On rajoute également une référence cond, pour le test conditionnel a vrai.
(cond = (Abxy)bzy)

Il faut noter qu’on peut considérer ces déclarations comme des fonctions. En effet, ’on fait attention
a ne pas définir plusieurs déclarations sur le nom cond, et la déclaration est répliquée. Un appel a
cond produira donc toujours le méme résultat.

Le codage des listes se comprend de la maniere suivante: une liste est une fonction a deux
arguments, la «cellule nil»: n, et la «cellule cons»: ¢, qui retourne n si elle est la liste vide et
qui retourne le «cons» de sa téte h et de sa queue ¢ sinon. Ainsi, si on utilise la fonction de test
sur une liste [ en calculant (condlzy), on obtient apreés réduction et élimination des déclarations
inaccessibles

x si l = nil

yht sil = consht
En utilisant cette remarque, on peut définir une ressource map qui permet d’appliquer une fonction
a tous les éléments d’une liste

(map = Afuywv)({v <= ARWh'th((h' < fh) | (t' <= map ft) |
cons h't")) |
cond uuv ))

En utilisant ’application d’ordre supérieur, on peut simplifier la lecture de ce processus. On obtient
alors une nouvelle définition pour map, qui est tres proche de celle usuellement donnée dans un
langage fonctionnel.

(map = (A fuycond uu((Ahtycons (fh)(map ft)))
On peut encore simplifier cette définition en ajoutant une nouvelle construction

caseuof nil= P
( i) = @) = 0P (D = P) | (4= AQ) | condupa)
on peut alors réécrire la fonction map en

(map = A fu)(caseuof nil = u
cons(h,t) = cons (fh)(map ft)))
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Supposons que, suivant le codage de Church, nous ayons défini les entiers et la fonction successeur
suc. Il est maintenant possible d’utiliser des fonctions telle que (f = (mapsuc)), et des messages
«<renvoyant» des fonctions, comme (mapsuc). On peut aussi utiliser ces fonctions avec un appel,
comme dans le terme (f u). Ce mécanisme, trés proche de celui des langages fonctionnels, est moins
rigide que le style de réduction de 7r, qui est «par passage de canal». Ainsi, G. BOUDOL montre
dans [22] que le m-calcul est un calcul par continuations, dans le sens ott I'on n’a jamais qu’'un
acces indirect aux valeurs a travers leur nom. De plus il est nécessaire de manipuler explicitement
les canaux chargés de porter les résultats/continuations.

On peut observer ces restrictions dans le cas du codage des listes dans 7. Dans cet exemple,
la fonction map, par exemple, est codée comme le processus répliqué: !map(f,u)... Le canal
map attend donc deux valeurs lors de chaque communication. Ainsi le message (mapsuc), qui est
valide dans le calcul bleu, est une erreur dans le w-calcul, qui est rejetée au typage des processus.
En effet le message map(suc) contient une erreur flagrante d’arité.

3.5.3 Exemples d’opérateurs impératif

Dans les langages fonctionnels tel que ML, la composition séquentielle de deux expressions est
un opérateur dérivé obtenu a partir de 'application: soit y une variable non libre dans M, alors
(M 5 N) =qet (Ay)yM) N, ce qui s’écrit aussi: (M 5 N) =get (lety = Nin M). Cependant cette
définition n’est pas correcte dans le calcul bleu, ou I’évaluation est en appel par nom. Dans cette
section, nous définissons deux opérateurs dérivés pour traiter le cas des évaluations séquentielles.

Définition 3.8 (Opérateurs séquentiels) Nous définissons les processus (setz = @ in P) et
return(P), par les termes suivants. Soit « une variable non libre dans P et Q.

setz=Q InP =g @wuw((u< Ar)P) | Qu)
return(P) =gt (Ar)(rP)

Dans la derniere définition, si P n’est pas un nom, on utilise implicitement notre notation pour
Papplication d’ordre supérieur. C’est-a-dire que: return(P) =gct def u = P in ((Ar)(ru)).

L’opérateur (setx = @ in P), permet de coder le mécanismes d’évaluation de I'opérateur let des
langages fonctionnel. Ainsi, dans ce terme le processus @) peut s’évaluer, tandis que P reste bloqué.
On considere que @ termine de s’évaluer lorsqu’il émet un nom sur le canal privé u, qui lui est
passé dans lapplication (Qu). Ce nom est alors lié dans P a argument x, et le terme P peut
se réduire. L’opérateur return(P), est utile pour retourner un terme & un nom de continuation
passé en argument. Par exemple, on a la réduction suivante:

setx = (Q | return(v)) in P =g wuw)({u <= A)P) | (Q | Ar)(rv))u)
- wu((usAnP) | Q| (w))
- Q| P{v/z}

Ces opérateurs seront utilisés dans la partie [Vl, pour donner une interprétation d’un calcul d’objets
ayant une sémantique en appel par valeur.



Discussion

ANS CETTE PREMIERE PARTIE, nous avons défini le calcul bleu, et nous avons étudié différents
choix possibles pour la définition des ces opérateurs. Nous avons également introduit un
calcul fonctionnel, ADef, qui représente un sous-ensemble séquentiel de termes du calcul bleu.

La définition du calcul bleu est entierement due a G. BOUDOL, et on peut retrouver une
présentation des différents papiers sur ce calcul dans [23]. La plus grande partie des résultats et
des exemples présentés dans cette partie sont extraits de [22]. Cet article est un peu I’équivalent,
pour le calcul bleu, du «tutorial» sur le m-calcul polyadique de R. MILNER [97]. Le choix du
parallele dissymétrique s’est imposé assez récemment. En particulier parce qu’il regle des problemes
de typage. Il regle aussi des problemes dans l'interprétation du A-calcul, et du langage d’objets
concurrent de P. HANKIN et A. GORDON [60] (cf. chapitre [[9). La condition de localité a été utilisée
dans la totalité de mes articles [B8, B7, B8], elle apparait aussi en annexe de [22]. Il en est de méme
en ce qui concerne le choix de remplacer la déclaration répliquée: (v = P}, par Popérateur de
définition: (def Din P).

Dans la partie suivante, dévolue a I’étude des équivalences pour 7*, on utilise une version du
calcul qui est symétrique et locale pour simplifier la présentation des résultats. Les définitions
données pour ce calcul se transposent facilement au cas du calcul dissymétrique. On remplace
également les déclarations répliquées par des définitions. C’est par exemple le calcul utilisé dans [21,
3g].
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Deuxiéme partie

Equivalence
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CHAPITRE 4

Equivalence comportementale

La quantité de sens compressé dans un petit espace par les sym-
boles algébriques, sont une des conditions qui facilitent le raisonne-
ment que nous sommes habitués a mener avec leur aide.

— Charles Babbage

ANS LA PARTIE PRECEDENTE, nous avons défini la syntaxe d’un nouveau calcul de processus.

Se pose alors le probleme de savoir quelle sémantique nous choisissons pour ce calcul, plus

précisément, quelle notion d’équivalence choisissons nous entre processus bleus. Le probleme se

pose également de trouver des lois raisonnables et des techniques de preuve puissantes pour cette
équivalence.

4.1 Choix de I'équivalence

Ce chapitre présente une définition d’équivalence comportementale entre termes du calcul
bleu, a savoir la congruence a barbes, dénotée ~,. En 'absence de la définition d’une sémantique
dénotationelle pour notre calcul, la sémantique de * est donnée par cette équivalence.

Le choix d’une «bonnes» équivalence est un probleme important qui, dans le cas du m-calcul par
exemple, a été a l'origine de multiples recherches. Nous choisissons de considérer la congruence
a barbes qui, comme la relation homonyme de 7 [02], est une bisimulation [96] qui préserve un
critére d’observabilité, appelé barbes, (cf. définition E1). Plus précisément, ~, est la plus grande
congruence qui préserve les barbes, et qui soit une bisimulation.

Dans cette partie, nous démontrons la validité des lois de réplication pour la congruence a
barbes. Intuitivement, ces lois énoncent qu’une ressource privée et répliquée peut étre distribuée
sans danger entre plusieurs «acteurs». Par exemple, nous montrons que I’équivalence suivante est
valide.

defu=Pin(Q | R) ~; (defu= PinQ) | (defu = PinR)

Nous renvoyons le lecteur a I’énoncé du théoreme B, dans lequel nous donnons la liste des lois
de réplication. Une propriété équivalente a été démontré pour le w-calcul par R. MILNER [07,
sect. 5.4]. Cependant, 1’équivalence employée par 'auteur est la «strong ground congruence» [A],
et la loi de réplication n’est valide que si le nom de la ressource (le nom w dans notre exemple)
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n’apparalt ni en argument d’une émission — on dit que u n’apparait pas en position objet d’une
émission — ni en position sujet d’une réception.

Cette restriction est nécessaire: intuitivement, en ’absence de I’hypotheése de localité, il est
possible de définir des contextes d’exécution qui différencient plus finement les noms regus.
Seulement récemment, D. SANGIORGI et M. MERRO [RY] ont prouvé la validité d’équivalences
similaires pour la congruence & barbes dans le 7-calcul local: L, avec la condition annexe (moins
restrictive) que u n’apparait pas en sujet d’une réception.

Le choix de la congruence a barbes comme équivalence pour notre calcul est motivé par deux
raisons principales. Tout d’abord, les équivalences a barbes constituent «une base uniforme pour
définir des équivalences comportementales entre différent calculs» [I5]. On peut donc espérer établir
des comparaisons avec les équivalences de 7 et du calcul join [62, b, [H]. Deuxiémement, le choix
d’une équivalence «tres générale» qui est a la fois une bisimulation et une congruence, facilite
les preuves de correction des transformations de termes et des interprétations (des codages) que
nous définissons dans cette these. Un exemple est donné dans la section B4, ot nous donnons une
interprétation du A-calcul complet.

Néanmoins il y a un inconvénient majeur dans le choix de la congruence a barbes: les preuves
d’équivalence nécessitent de considérer des quantifications sur tous les contextes. Un exemple de
ce phénomene est donné dans la section E3.1l, ou nous donnons une preuve «directes d’une loi
de ~,. Pour éviter cet écueil, nous définissons un systeme de transitions étiquetées qui simule la
réduction dans 7*, et une bisimulation associée a ce systéeme. Nous montrons ensuite que cette
bisimulation est plus fine que la congruence & barbes. Les lois valides pour la bisimulation sont
donc aussi des lois de la congruence a barbes. Notre but, c’est-a-dire prouver les lois de réplication,
est atteint en montrant que la bisimulation étiquetée vérifie les lois de réplications (cf. lemme B-J).

La preuve du théoreme de réplication ne constitue pas I'unique résultat de cette partie. La
définition du systeme de transitions étiquées est intéressante en elle-méme, car elle conduit a
une meilleure compréhension du calcul bleu, et de ses caracteres fonctionnels et «d’ordre supérieurs.

Le reste de cette partie est organisé de la maniere suivante. Dans la section f-3 nous définissons
I’équivalence a barbes. Dans le chapitre [, nous définissons le sytéeme de transitions étiquées et la
bisimulation associée. Dans les chapitres B et [1, nous prouvons la validité des techniques de preuve
«up-to» [IT3] pour cette bisimulation. En employant ces techniques de preuve, nous montrons trois
propriétés de la bisimulation: (i) c¢’est une congruence; (ii) elle contient I’équivalence structurelle;
et (4i7) elle vérifie les lois de réplication. Ces propriétés permettent de prouver, dans la section B1],
que la bisimulation est incluse dans la congruence a barbes. Dans le chapitre [[J, Nous définissons
la relation d’expansion et la technique de preuve up-to associée. Nous concluons cette partie par
quelques remarques générales.

4.2 Conventions

Dans cette partie, nous considérons une variante du calcul bleu local et symétrique. Dans le
chapitre B, nous montrons comment les définitions et les résultats que nous donnons dans cette
partie, peuvent étre transposés au cas du calcul bleu dissymétrique.

Nous apportons quelques modifications légeres a la définition donnée dans la premiére par-
tie. Ainsi nous remplacons les déclarations répliquées par les définitions. En particulier, nous
considérons les regles d’équivalence structurelle et de réduction données dans la figure B-2. Nous
considérons un sous-ensemble de références p,q, ..., qui sont utilisées dans les définitions. Nous
désignons par le symbole D une association entre références et processus: (p1 = R1,...,pn = Ry).
C’est I’équivalent d’un environnement. Afin de simplifier la présentation de nos résultats, nous
ne considérons que des définitions simple, et nous supposons que le terme (def D in P) désigne
le processus defp; = Ry in(...def p, = R, in P). Nous notons () 'environnement vide et nous
considérons que la définition vide (def ) in P) est identique & P. Nous introduisons aussi le pro-
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*

cessus 0 directement dans la syntaxe des termes de 7*, ainsi que les deux regles d’équivalence

structurelle suivantes:

(0| P)=P (0a)=0

4.3 Congruence a barbes

La congruence a barbes, dénotée =, est la plus grande bisimulation qui préserve une notion
de convergence entre processus et qui est une congruence [68]. Comme pour le A-calcul ou ADef,
on note P | le fait que le processus P converge (cf. définition 1), on dit aussi que P a une
barbe, ou qu’il est observable. Néanmoins, contrairement au cas du A-calcul, les valeurs ne sont
pas uniquement les abstractions.

Pour les lecteurs familiers avec les bisimulations définies pour 7r, disons que &, est une variante
de la congruence a barbes faible [92]. On peut aussi rapprocher la définition de =%, donnée dans
la définition -3, de ’équivalence définie pour le calcul JOIN dans [[H]. En particulier, comme pour
le JOIN, nous considérons la plus grande bisimulation a barbes qui est une congruence, plutét que
la congruence la plus grande incluse dans la bisimulation a barbes.

Néanmoins, la définition de &, ne suit pas exactement celle de ses homonymes de 7. En effet,
alors que les comportements observables considérés dans CCS ou 7 sont les émissions visibles (un
choix équivalent est d’observer les noms libres en téte de messages dans 7*) nous choisissons a la
place d’observer la présence de valeurs.

Notre intuition est qu'une valeur de base doit étre une abstraction, comme dans le A-calcul,
ou comme dans ADef. De plus, comme nous sommes dans un calcul concurrent, nous considérons
aussi qu’une valeur en parallele avec un processus arbitraire est une valeur.

Définition 4.1 (Barbes) Une barbe, on dit aussi une valeur, est un processus engendré par la
grammaire suivante.

Vi= QAP |[Q,i=P]|(V|P)| |(P|V)]| wwV |defDinV

Les valeurs sont les éléments «observables» de 7w*. Nous dénotons P | le fait que P soit une valeur.
La version faible des barbes P |}, indique que P peut «converger» vers une valeur, c’est-a-dire qu’il
existe une valeur V telle que P =5 V.

Avec cette définition, une valeur est un processus qui peut se réduire quand elle est appliquée & un
nom ou & une sélection. En particulier, 'enregistrement vide [ | n’est pas une valeur. On remarque
que la notion de valeur est préservée par modification structurelle.

La définition des barbes s’étend facilement aux contextes: nous disons que C | si et seulement
si C[0] |. Il est facile de montrer que ceci implique C[P] | pour tout processus P. Avant de définir
la relation de congruence a barbes, nous définissons la notion de relation compositionelle.

Définition 4.2 (fermeture sous tout contexte) La relation D est compositionelle, ou close
sous tout contexte, si pour tout contexte C, et couple (P,Q) € D, on a (C[P],C[Q]) € D.

La congruence a barbes est alors définie comme la plus grande des bisimulations compositionelles
qui préservent les barbes.

Définition 4.3 (Congruence & barbes) La relation D est une simulation a barbes faible, si
pour tout couple (P,Q) € D on a:

(i) P — P implique Q = Q' et (P',Q') € D;
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(i) P | implique Q {.
La relation D est une bisimulation & barbes faible si D et D ~! sont des simulations & barbes
faibles. Les processus P et () sont équivalents: P =, @, si et seulement s’il existe une bisimulation
a barbes faible D qui soit compositionelle, et telle que PD Q.

4.3.1 Propriétés de la congruence a barbes

Dans cette section, nous présentons un exemple de preuve directe — et brutale — d’une loi
de la congruence a barbes. Plus précisément, nous montrons que la béta-conversion est une loi
«valide» de la congruence & barbes, c’est-a-dire que ((Az)P)a = P{a/z} (cf. théoreme E3). Cet
exemple est intéressant, car il montre comment la preuve directe d’une propriété de la congruence
& barbes demande de raisonner avec une quantification sur tous les contextes. Avant de prouver
le théoreme E.3, nous commencons par définir deux propriétés intermédiaires. Dans le lemme E1],
on étudie les interactions entre les barbes et les contextes. Dans la conjecture .2, nous indiquons
comment on peut simplifier le raisonnement sur les réductions qu’un rédex peut exécuter sous un
contexte. Nous ne faisons qu’ébaucher une preuve de cette derniere propriété, qui demanderait
un développement plus important que ce que nous sommes préts a lui dévouer dans cette partie.
En effet, cette section a comme unique but de démontrer que les preuves directes pour = sont
compliquées. De plus, le théoreme E3 peut étre prouvé directement en utilisant la bisimulation
étiquetée définie dans les chapitres | et suivants.

Lemme 4.1 (Barbes et Contextes) Si le processus C[P] est une valeur, alors il y a deuz cas.
Soit: (i) le contexte C contient une valeur, c’est-a-dire C | ; soit (ii) le contexte C est un contexte
d’évaluation et P est une valeur.

Preuve Par induction sur la taille de C. O

On définit la profondeur du contexte C, dénotée h(C), comme le nombre d’abstractions et de
déclarations rencontrées lorsqu’on traverse C pour atteindre le trou [-]. On incrémente aussi la
profondeur si le trou est dans la partie objet d’une définition: h(defp = CinP) = A(C) + 1. 1l
est simple de voir que la profondeur est une grandeur préservée par manipulation structurelle,
c’est-a-dire par les lois définissant =. De plus h(C) est nulle si et seulement si C est un contexte
d’évaluation.

Conjecture 4.2 (Rédex et Contextes) Si C[((Ax)P)a] — Q, alors il y a deuz possibilités
(i) la réduction est externe: il existe un contexte D tel que Q@ = D[((Azx)P)a){b/y}], ot
{b/y} peut étre la substitution identité et ou D peut étre un contexte ayant deux trous, et tel
que pour tout processus R, on a C[R] — D[R{b/y}] et h(D) < h(C);
(i) la réduction vient du rédex: Q = C[P{a/z}].

Nous nous contentons de donner un schéma de preuve possible pour la conjecture .. On
peut montrer [22] que tout processus est structurellement équivalent & un processus de la forme
suivante, que nous appelons forme normale:

way(def Din (Vi | -+ | Vip | My | -+ | Mg | {vs <= R1) | -+ | {vr <= R;))) (4.1)

ou les V; sont des abstractions ou des enregistrements ((Az)P, [ |, ou [Q,l = P]), et les M; sont des
applications ou des sélections ((P a), avec P et @ en forme normale). On peut toujours supposer
que la relation = est utilisée seulement au début et a la fin d’une preuve de réduction. C’est-a-
dire que, pour chaque réduction P — P’, il existe deux processus Q et Q' tels que: P = Q, et
Q— Q' et Q =P, et tels que l'inférence @ — @’ n’utilise pas la régle (red struct). De plus, on
peut supposer que @ est dans la forme normale définie par I’équation (f]). Dans le cas de notre
preuve, on choisit le contexte C sous forme normale, ce qui est suffisant pour prouver le cas plus
général. Pour prouver notre conjecture, on peut utiliser une induction sur la taille de C. Nous
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n’étudions que deux des cas de cette induction. Le premier est le cas C =q¢ (Db). Supposons que
C[((Az)P)a] — Q. Il y a deux possibilités:

— cas D[((Az)P)a] se réduit: on utilise I’hypothese d’induction;

— cas il y a une béta-réduction impliquant b et le rédex est dans D: si le trou [] n’est
pas dans le rédex, alors nous sommes dans le cas (i), avec b = y. Si [] est dans le rédex,
puisque D est en forme normale, on a D[((Az)P)a] = ((Ay)B[((Az)P)al), et par conséquent
Q = B[(Azx)P)al{b/y}. Clest le cas (i).

Le second cas est tel que C =q4¢¢ (def p = Din E[p]), et tel que la réduction est:

Cl(Az)P)a] — (def p = D[((Az)P)a] in E[D[((Az)P)a]])

On est alors dans le cas (i) de la proposition — avec b = y — et le contexte résultant a «deux
trous». On remarque que la réduction de la définition est le seul cas qui duplique le trou dans un
contexte.

Nous prouvons maintenant le résultat principal de cette section.

Théoréme 4.3 (Béta-conversion) la régle de béta-réduction est une loi de notre systéme, c’est-
a-dire que (Ax)P)a = P{a/z}.

Preuve (Théoréme f.J) Soit D la relation définie par:
D =Zd U {(C[((Azx)P)a),C[P{a/z}]) | pour tout C,P et a}

La relation D est compositionelle par construction. Nous prouvons que D et D ~! sont des simu-
lations & barbes faibles. Soient P; et Py les processus P =qof C[((Ax)P)a] et P2 =4t C[P{a/2}].
Supposons que P; se réduise en P{. On montre qu’il existe un processus Pj tel que P; se réduit
en Pj et (P{DPj). En utilisant la conjecture .2, il existe deux cas. Soit P{ = P, et on uti-
lise le fait que P> D Py; soit P{ =qef D[(((A2)P)a){b/y}]. Dans ce cas P peut se réduire en
P} =4qer D[P{a/z}{b/y}] et P{D Pj. La preuve est semblable dans le cas symétrique ou P se
réduit.
Nous prouvons maintenant que (P1,P,) € D et P, | (respectivement P, |) impliquent Py |
(resp. P |}).
— cas P |: comme ((Az)P)a n’est pas une valeur, on a nécessairement (cf. lemme f.1)) C[R] |
pour tout processus R, et donc Ps |;
— cas P, |: il y a deux cas. (i) pour tout R, C[R] |, et en particulier P; |; (i) C est un
contexte d’évaluation et P{a/z} |. Dans ce cas: P, — P et P, |, et par conséquent P; |.
Par conséquent D et D ~! sont des bisimulations faibles, et donc: (P D Q) implique que P = Q.
Le résultat du théoreme [[33 s’obtient en choisissant C = []. O

On peut aussi montrer un résultat équivalent pour la communication — la proposition E4 ci-
dessous — en utilisant une technique de preuve «brutale». Dans le chapitre [[J, on pourra démontrer
le méme résultat plus simplement en utilisant la technique de preuve modulo expansion avec la
bisimulation étiquetée.

Proposition 4.4 (Communication) La communication avec une ressource privée est une loi
de notre systéme: (def p = Rinp) ~ (def p = Rin R).
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CHAPITRE b

Transitions étiquetées

ANS CETTE SECTION, nous définissons un systéme de transitions étiquetées pour le calcul bleu.
Nous rappelons que le terme (P a) dénote soit une application (P u), soit une sélection (P-l).
Nous définissons quatre différents types d’actions dans le systéme de transitions étiquetées.

pu=7 | Aa | outu.(0;a) | inu.(b;a)
Ces actions sont respectivement:

P’action silencieuse (7): elle correspond & la synchronisation interne. Comme dans le 7-calcul,
deux processus en parallele peuvent se synchroniser pendant une communication. Ce qui
correspond a la regle (par com) du systéme de transitons étiquetées (s.t.e. en francais, et
l.t.s. en anglais). Nous considérons aussi deux autres mécanismes de synchronisation: la béta-
réduction, qui correspond & la régle de réduction (red beta) et & la transition (app com); la
communication avec une définition, qui correspond & la transition (def com);

I’action lambda (Ma): c’est 'action exécutée par les valeurs, A-abstraction ou enregistrement,
qui correspond aux transitions (lambda) du s.t.e.;

’action in (inu.(b;a)): utilisée pour la réception des valeurs & sur le canal u. Le tuple b est
utilisé pour mémoriser les applications/sélections qui encadrent le récepteur. Intuitivement,
pour dériver la transition (P 13) inue(6d) | pr , il faut d’abord dériver P in () | pr :

I’action out (out w.(7;a)): utilisée pour I’émission des valeurs @ sur le canal u. Contrairement
aux trois autres actions — pour lesquelles les transitions sont de la forme P+ P’/ — les
transitions de type out sont de la forme P out u.(7:3) (D; P'). Dans cette transition, le tuple

¥ représente ensemble des noms de @ qui étaient restreints, et qui ont été ouverts (scope

extrusion). L’environnement D, qui est de la forme (p; = R1),...,(pn = R,), correspond
aux définitions ouvertes.

Pour distinguer les différentes actions, nous employons la notion de sorte de l’action u, dénoté
k(p), et qui appartient a ensemble {7,\,out,in}. Les transitions de notre systéme, définies dans la
section b.1], se partagent de fagon grossiére en deux catégories. La premiere concerne les transitions
de la forme P+ P’ avec r(u) € {7,\,in}. La seconde concerne les émissions: P out u.(5:2)
(D; P’). Dans cette transition, D désigne un environnement (p; = Ry),...,(pp, = Ry), et P’ est
un processus. Nous utiliserons le symbole @) lorsque D est I’environnement vide, et € pour le tuple
vide.
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Remarque Dans Paction out u.(?; @), nous considérons implicitement que le tuple des noms res-
treints v n’est pas ordonné, c’est-a-dire qu’on le considere comme un ensemble. Ceci est important
pour prouver, par exemple, que les processus (vu)(wv)P et (wv)(wu)P sont bisimilaires. |

Pour simplifier la présentation des regles de transitions, et les preuves, nous omettons de
donner le symétrique des regles de transitions pour la composition parallele. Nous considérerons
aussi que les noms liés sont toujours uniques et différents les uns des autres. C’est-a-dire que
nous considérons les actions modulo a-conversion. Il serait suffisant de choisir une représentation
implicite des noms basées sur les indices de De Bruijn [&1], par exemple, pour obtenir que les noms
liés soient uniques. Néanmoins nous préférons ne pas considérer explicitement ce mécanisme. En
effet, 'utilisation des indices a la De Bruijn est déja compliquée dans les preuves pour le A-calcul,
et cela devient encore pire pour le w-calcul. 11 suffit de lire les travaux de D. HIRSCHKOFF [67] sur
les preuves de bisimulation assistée par ordinateur pour le voir.

Afin de donner une intuition des regles de transitions présentées dans la section p.1], on
peut donner des relations entre actions et transitions étiquetées. Ces résultats sont extraits
du lemme B3, qui est prouvé au chapitre B. Ainsi, (i) si P +— P’ et E est un contexte

d’évaluation, alors E[P]+= E[P']; (ii) si P +2% P’ alors (Pa) — P'; (iii) si P nw(:a), P
alors (Pb) | (ua) — P'. Et finalement (iv) si P outw(%:a) , (D; P'), alors il existe un processus
R tel que P = wo)(def Din (R | ua)), et wo)(def Din R) ~4 (wv)(def Din P’), ol ~4 est la
relation de bisimulation forte définie a la fin de ce chapitre.

Les regles de transitions présentées dans la section suivante ne sont pas usuelles, méme si
Pon met de coté les regles concernant l'action A. Une partie de la complexité du systeme de
transition résulte de la nature «polyadique» du calcul: plus d’'un nom peut étre échangé pendant
une communication. Une autre source de complexité vient de la nature d’ordre supérieur des
actions out. Ainsi, dans une transition P out u.(4:a) (D; P') par exemple, ’'ensemble D fait d’une
certaine maniere partie de I'action. Par conséquent nous sommes dans une situation comparable
aux systémes de transitions ou les processus apparaissent dans les actions [[T7]. Notre s.t.e. se
distingue des systemes de transitions du 7-calcul pour d’autres raisons: les 7-transitions ne sont
pas équivalentes aux réductions obtenues avec la relation —. Nous avons par exemple les relations
suivantes:

s — defp=Rin((Q p) | P)
(u=Q) | defp=Rin(up | P) { T = defp = Rin((Q p) | (defp=RinpP)) OV

La source de la différence entre les deux relations: transition et réduction, réside dans les regles
de transitions des actions out et, plus particulierement, la régle (def open) concernant la définition.
Intuitivement, nous interdisons que le nom d’une ressource privée soit transmis a ’extérieur de
sa portée, a la place nous créons une copie de cette ressource avec un nouveau nom, et nous
transmettons ce nouveau nom.

5.1 Définition du systéeme de transitions étiquetées

Axiomes
Az)P 2% P{u/z}  (lambda) a2t ulee) (B;0)  (out)
[R,l=N]2L N (lambda) [R,l=N]2E (R-E) (if k#1) (lambda)
(u <= Py 2D, (pa) (decl)




5.1. DEFINITION DU SYSTEME DE TRANSITIONS ETIQUETEES

Reégles pour les actions 7, A et in

(s() € (rAin} & p & )
defp = Rin P+ def p = Rin P’

(app com)

p e, pr PAe, pr
(par lambda) —_—
Pl QA% P | (Qa) Parm> P
P P (par taw) P+— P (app taw)
ar tau — Y ——— (& au
PIQ=PIQ " (Pa)y s (Pra) "
P P (k(p) € {1\ in} & u ¢ f(p))
m ; (new mu)
wu)P—— wu)P
PP

Reégles pour I’action in

P in u.(b;a) p!

P in u.((c,b);a)
P QL P QD)

P/
(P C) in u.(b;a) p

(par in)

(app in)

Reégles pour I’action out

prete®a, popry (5,decl(D)) N fn(Q) = 0

T ) (par out)

P | Q""" (D;(P" | Q))
out u.(v;a) o ~
P »—>t(D(,~f~) . ¢ & (0,decl(D)) (app out)
(P ¢) 22209, (D; (P! ¢))
out u.(v;a) C o~

p———"%, (Dt, Pl) (v € u,0,a,fn(D)) (now out)

wv)P (out w-(%:3) (D; wv)P")

P out u.(?;a) (D,Pl)

(u#v) (new open)
out u.((v,0);a) , P
wv)P————"= (D; P’)

out u.(v;a) . D/ Y
p2m Y, (D,tP ()~‘~) (p & u,a,d,fn(D)) (dof out)
defp = Rin P22, (D;def p = Rin P’)

Pt (DiP)  (pAulkpd (decd(D) oo
defp = Rin P29, ((, — R D);defp = Rin P')

Synchronisation
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P out u.(v;a) (D,Pl) Q in u.(e;a) Q/
P| Q= wi(def Din (P’ | Q))

(par com)

P out p.(3;a) (D; P')
defp=Rin P+ defp = Rin wv)(def Din (R a | P’))

(def com)

5.2 Définition de la def-bisimulation

En utilisant le systeme de transitions étiquetées, il est possible de définir une bisimulation
étiquetée, que nous notons ~g . Nous appelons cette équivalence la def-bisimulation. Nous com-
mengons par donner quelques définitions.

Définition 5.1 (Tuples de noms def-similaires) Pour chaque relation binaire entre processus
D, on note (def Dina)D (def D’inb) le fait que les noms des tuples @ et b soient dans D,
c’est-a-dire, plus précisément, que les deux propriétés suivantes soient vraies.
(i) @ et b ont la méme taille, disons n, i.e.: |a| = |b| = n;
(#4) pour tout indice 7 dans U'intervalle [1..n], les noms a; et b; sont liés & des ressources en relation
D : (def Dina;) D (def D' inb;).

La relation de transition faible & est la fermeture réflexive et transitive de la relation .
Nous utilisons la notation PE& Q, 'l existe deux processus R et S tels que P R+ S Q.
Nous notons P+~ @Q la relation telle que: P+ Q si k(p) # 7, et P = Q ou P+ Q si k(p) = 7.
Nous utilisons aussi la relation K= pour désigner PES Q si k(p) # 7, et P=Q sinon.

La def-bisimulation, que nous définissons dans la définition b.4, est une équivalence qui égalise
les processus dans lesquels on a «répliqué» les définitions. Par exemple, nous montrons que la def-
bisimulation égalise les deux processus obtenus par réduction et T-transition dans 'équation (B.1]):

defp=Rin((Q p) | P) ~4 defp=Rin((Q p) | (defp = Rin P))

Dans les sections [ et B, nous montrons que cette équivalence est incluse dans la congruence a
barbes.

Définition 5.2 (d-simulation et def-bisimulation) La relation d’équivalence D est une d-
simulation forte, si pour tout couple (P,Q) € D, les trois propriétés suivantes sont vérifiées.
(i) si P+ P’ et k(u) # out, alors il existe un processus Q' tel que: Q - Q' et P' D Q’;

(i1) si P pout v (@b, (D; P'), alors il existe un processus @’ et un environnement D’ tels que:
Q22O (D), et P'DQ, et (def Dinb) D (def D' iné)

(#i7) pour toute substitution o — de variables par des noms — on a Po D Qo.
Une équivalence qui vérifie les propriétés (i) et (i¢) est une simulation ground. La relation D
est une d-bisimulation forte si D et D ~! sont des d-simulations fortes. La def-bisimulation forte
~q , est la relation telle que P ~4 @) s’il existe une d-bisimulation forte D telle que PD (. On
peut aussi définir la relation de d-simulation faible de la maniére usuelle, il suffit de remplacer les
propriétés (i) et (ii) par:

(i') si P+ P’ et k(p) # out, alors il existe un processus Q' tel que: Q&= Q' et P/ D Q’;

3

(i¢') si P 'M (D; P'), alors il existe un processus @' et un environnement D’ tels que:
QEELED (D' Q'), et P'DQ’, et (def Dinb) D (def D’ iné)
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On dénote =4 la def-bisimulation faible associée & cette notion de d-simulation.

On montre de maniere simple pourquoi la def-bisimulation ne caractérise pas la congruence
& barbes. Une loi algébrique importante du m-calcul asynchrone [68, B], qui est fausse dans le
calcul synchrone, est: u(x).ax = 0. Dans le calcul bleu, on montre la loi équivalente, c’est-a-dire :
(u <= u) 7 0. Or de maniere évidente (u <= u) %, 0, puisque le premier processus peut faire une
action in, et que 0 est inerte. Par conséquent, un premier perfectionnement de notre définition
serait de définir une bisimulation asynchrone, comme il a été fait dans [6].

Avec une bisimulation asynchrone, la relation (u <= u) &~ 0 est vérifiée. Néanmoins nous
n’avons pas besoin de cette équivalence dans le cadre de notre étude. En effet, le processus
(u <= u) crée un lien inutile entre un nom et lui-méme, et c’est un processus que nous ne
rencontrons nulle part dans les exemple pratiques. A l'opposé, on montre que 'exemple du
processus (def p = uin P): «’égalisateur» de p et u, est tel que (def p = win P) =4 P{u/p}.

Il y a d’autre exemples de processus non def-bisimilaires — bien qu’équivalents — selon =,
Soient P et () les deux processus

P =4 wd)defp=wc){c=d)in({(d < Ry) | up))
Q =det wd)(defp=0in({d < R3) | up))

Il est clair que personne ne peut communiquer sur le nom ¢ avec le processus (v¢){c = d), et donc
wey){c = d) =, 0. Par conséquent, puisque le nom d reste privé dans P, personne ne peut commu-
niquer avec la déclaration (d <= R). Néanmoins le processus P peut réaliser 'action out u.(d;p),
alors que la transition similaire dans ) utilise ’action out w.(¢; p), c’est-a-dire qu’on peut observer
I’extrusion d’'un nom privé dans la transition de P, mais pas dans celle de Q.

Ce dernier exemple est un cas typique de ce qui arrive dans les calculs d’ordre supérieur,
ou des processus au lieu des noms sont échangés durant une communication. Par exemple,
le processus P peut s’interpréter comme le terme du m-calcul d’ordre supérieur [[1d] suivant:
wd)(@w{we)(c().d())) | ...), et Q comme le terme (vd)(@(0) | ...). Cependant, comme pour le
probleme de l'extension asynchrone de ~g, nous ne rencontrerons pas de processus de ce type
dans notre étude.
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CHAPITRE 5. TRANSITIONS ETIQUETEES




CHAPITRE 6

Bisimulations up-to

ANS CE CHAPITRE, nous étudions la technique de preuve modulo contextes, nous disons aussi
D «up-to contextes» [[13], et nous montrons qu’une bisimulation modulo contextes est une
def-bisimulation. Un des intéréts de cette technique de preuve, est qu’elle permet d’éviter une
preuve directe du fait que ~g est une congruence. D’autres propriétés découlent de la preuve du
théoreme B-1, elles sont énumérées dans le chapitre B.

Nous commencons par définir la notion de preuve modulo contextes. Cette notion nécessite de
définir la fermeture sous tout contextes D¢, d’une relation D . Plus exactement, D¢ est la plus
petite relation compositionelle qui contient la fermeture transitive et réflexive de D, c’est-a-dire
que pour tout processus P,QQ,R,S, on a:

— si PD¢Q, alors wu)P Dc (vw)@, et (Pa)De (Qa), et (Ax)P De (Ax)Q, et
(u <= P)Dc {u < Q);
si PDcQ et RDc S, alors (P | R)Dc(Q | S), et (defp = Pin R) D¢ (defp = Qin S), et
[P,l=R]Do[Q,1=5];

—si PDQ, alors P D¢ Q;
si PDc @ et QD¢ R, alors P D¢ R;
— PDc P.

Définition 6.1 (Simulation ground modulo contextes) La relation D est une simulation
ground modulo contextes, si pour tout couple (P,Q) € D on a:

(i) si P+ P’ et k(u) # out, alors il existe un processus Q' tel que: Q = Q' et P' D¢ Q';
(ZZ) G P out u.(v;a)

Q -2t (D @) avee P' D Q' et (def Dina) D (def D’ inb).

(D; P’), alors il existe un processus @’ et un environnement D’ tels que:

De maniere identique, on peut définir une notion de simulation modulo équivalence structurelle.
Nous notons D= la relation définie par: D= =qef {(P,Q)|3(P, Q") e D.P=P & Q=Q'}.

Définition 6.2 (Simulation ground modulo équivalence structurelle) La relation D est
une simulation ground modulo =, si pour tout couple (P,QQ) € D on a:
(i) si P+ P’ et k(p) # out, alors il existe un processus Q' tel que: Q v Q' et P' D= Q;

47
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(i4) si P M (D | P'), alors il existe un processus @’ et un environnement D’ tels que:
Q (out w(:h) (D';Q"), avec P' D= Q' et (def Dina) D= (def D’ inb).

Nous définissons une troisieme notion de simulation «up-to», la simulation modulo réplication.
Pour toute relation D, nous définissons Dr comme la plus petite relation d’équivalence qui
contient D, et qui est close par les lois de réplication (cf. lemme B:3), c’est-a-dire que pour tout
processus P,Q,R,S, on a:

— PDrP,etsi PDrQ, alors QDgr P, et si PDrQ et QDgr R, alors PDg R;

- si PDQ, alors PDrQ;

— si (def Dina) Dy (def D' inbd), et si fn(P) N (decl(D) U decl(D’)) = 0, alors:

(def Din (Pa)) Dg (def D' in (Pb));

— pour tout processus P et Q:

(defp=Rin(P | Q)) (defp=Rin((defp=RinP) | Q))
(defp=Rin(P | Q)) (defp=Rin (P | (def p = RinQ)))
(def p = Rin (Pp)) (def p = Rin ((defp = Rin P)p))
(def p = Rin((Ax)P)) Dgr ((Ax)(defp = Rin P)) (x € fn(R))
(defp = Rin ({(u <= P))) ((u <= (defp = Rin P)))
(defp=R,q= SinP) (defp=R,q=Sin(defp=RinP)) (q ¢ fn(R))
(defp=R,g= SinP) (defp=R,q = (defp=RinS)inP) (q ¢ fn(R))

La relation Dg permet de définir la notion de simulation modulo réplication.

Définition 6.3 (Simulation ground modulo réplication) La relation D est une simulation
ground modulo réplication, si pour tout couple (P,Q) € D on a:

(i) si P+ P’ et k(p) # out, alors il existe un processus Q' tel que: Q > Q' and P’ Dr Q';
(i) si P M (D; P'), alors il existe un processus @’ et un environnement D’ tels que:
Q LLICIDR (D"; Q') avec P'Dr Q' et (def Dina) Dy (def D’ inb).

Nous montrons que les relations de bisimulations up-to sont aussi des def-bisimulations.

Théoréme 6.1 (Preuve «up-to») Soit D une relation close par substitution des variables par
des noms. (i) : si D et D~ sont des simulation ground modulo contextes, alors D est une def-
bisimulation, c’est-a-dire que D C ~q. (ii) : si D et D! sont des simulation ground modulo
équivalence structurelle, alors D est une def-bisimulation. (iii) : si D et D ~! sont des simulation
ground modulo réplication, alors D est une def-bisimulation.

La preuve complete du théoréeme B.1] est donné dans le chapitre []. Cette preuve est longue et
assez technique, aussi, dans ce chapitre, nous ne faisons que donner le schéma de la preuve. Disons
simplement que cette preuve utilise une fonction annexe F(X), que nous définissons ci-dessous.

F(X) = XU ~g U{(P.Q)|3R.(P.R) € X and (R.Q) € X}
U{(wvwP,ewQ) |(P,Q) € X }

{((Pa),(Q a))[(PQ) € X}

{{u=P)(u<=Q))|(PQ) e X}

{(An) P, An)Q) [(PQ) € X }

([P, 1=PR][Q1,l = Q2]) [(P1,Q1) and (,Q2) € X }

{(P1 | P2,Q1 | Q2) |(P1,Q1) and (P2,Q2) € X }

{(defp = P in Pr,defp = Q1inQ>) |(P1,Q1) and (P2,Q2) € X }

U
U
U
U
U
UDX)UE&
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Dans ce chapitre, nous ne définirons pas la relation &£, ni la fonction D. On peut trouver ces
définitions dans le chapitre [.

On remarque que F(X) est une fonction qui, étant donné une relation X, construit la fermeture
de X «sous tout les opérateurs de w*». En particulier, il est clair que pour toute relation D, la
relation J,,~o F™ (D) (existe et) est compositionelle et qu’elle vérifie la relation:

D¢ C U F*(D)

n>0

On peut voir dans F' un exemple de fonction «respectful», telle que définie par D. SANGIORGI
dans [I22]. Les relations D(X) et £, que nous ne définissons pas ici, permettent quant & elles
de construire la fermeture de X sous les lois de réplication et d’équivalence structurelle. Disons
simplement que la présence de la fonction D, dans la définition de F, permet de prouver que
Dr C U,,»0 F" (D), tandis que £ est une relation telle que:

D= C | F*(D) et =c|JFr(e)

n>0 n>0

Nous dénotons Do la relation définie par Doe =det |J,;¢ F" (D ). En particulier on a (Dc U
D= U Dr) C Dy . Plutét que de prouver directement le théoreme B.1], nous prouvons que Dy
est une def-simulation. Plus précisément, nous prouvons le lemme (-2 qui est plus général.

Définition 6.4 (Simulation ground modulo F) Soit D, la relation définie par Do, =def
UnZO F"(D). Larelation D est une simulation ground modulo F, si pour tout couple (P,Q) € D
on a:

(i) si P+ P’ et r(u) # out, alors il existe un processus Q' tel que: Q - Q' et P' Doy Q';
(i1) si P M (D; P'), alors il existe un processus @’ et un environnement D’ tels que:
Q pout w (@b, (D"; Q') avec P' Do, Q' et (def Dina) Dy, (def D’ inb).

Il est clair que les trois notions de simulation «up-to» définies en début de ce chapitre sont des
cas particuliers de simulation modulo F. Aussi, pour prouver le théoreme B.1], il est suffisant de
prouver la propriété suivante.

Lemme 6.2 (Preuve modulo F) Si D et D! sont des simulations ground modulo F, et si
D est close par substitutions des variables par des moms, alors De, est une def-bisimulation,
c’est-a-dire que Doy C ~yg .

Preuve Si D est close par substitution des variables par des noms, alors, par construction, c’est
aussi vrai pour F*(D), et donc pour D, . Par conséquent, il reste seulement & prouver que Dy,
est une simulation ground. Pour ce faire, on montre la propriété (f) suivante: pour tout entier k, la
relation £%( D) est une simulation modulo F. Plus précisément, on montre que si (P,Q) € F¥(D),
alors:
(i) si P+ P’ et k() # out, alors il existe un processus Q' tel que: Q > Q' et P' Do, Q';
.. . out u.(v;a)
(#9) si P ———=
Q22w (D1 () avee P' Doy Q' et (def Dina) Do (def D' ind).
La preuve de ce résultat est par induction sur U'entier k. Le cas k = 0 est tres simple, puisque
FO(D) est la relation identité; le cas général est prouvé dans le chapitre fi.

(D; P’), alors il existe un processus @’ et un environnement D’ tels que:
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Munis d’une preuve de (f), il est facile de voir que Do = J,,~o F"( D) vérifie la définition de
ground simulation. Par conséquent D, est une def-bisimulation, ce qui implique aussi que D est
une def-bisimulation, en effet:

D CF(D)C UF”(D): Do C ~y
n>0

O

On remarque que, dans la définition de F(X), on utilise la relation ~g: on a
F(X) = X U ~g U... Par conséquent, un corollaire du lemme [.2 est que les bisimu-
lations modulo <«bisimulation forte» sont aussi des def-bisimulation. Le lemme B.4 permet
aussi de prouver la validité des trois techniques de preuve énumérées dans le théoreme B-1.
Par exemple, supposons que D soit close par substitutions, et que D et D! soient des
ground simulations modulo contextes. Par conséquent, ce sont aussi des simulations modulo
F, puisque D¢ C D, . En utilisant le lemme [.2, on prouve alors que D est une def-bisimulation.

Dans le chapitre suivant, nous nous prouvons la validité des techniques de preuves up-to.
Nous nous servirons ensuite de ces méthodes de preuve pour prouver plusieurs propriétés de la
def-bisimulation.



CHAPITRE [

Preuve de la validité des techniques up-to

Dans ce chapitre, nous prouvons le résultat principal de la partie [, c’est-a-dire que nous
prouvons le lemme [.3. Nous rappelons que ce lemme implique le théoréme B.1. Soit FI(X) la
fonction entre relations que nous avons brieévement décrite dans la section ff: F(X) =g G(X)U
D(X)U &, ot G(X) est la fonction qui construit la fermeture de X pour tous les opérateurs de
7%, D(X) est la fonction qui construit la fermeture de X pour les «lois de réplication», et &£ est
la relation qui nous permet d’obtenir «les lois de I’équivalence structurelles.

G(X) = XU ~g U{(PQ)|3R.(P.R) € X et (RQ) € X}
U{(vwP,owQ) |(PQ) € X}
U {((Pa),(@ a) |(PQ) € X}
U{((u<=P)(u<=Q))(PQ) e X}
U {(Qn)P,An)Q) (P,Q) € X }
UA{([Pr,l=P],[Q1,l =Q2])|(P1,Q1) et (P,Q2) € X }
UA{(P1 | Pou@1 | Q2) [(P1,@Q1) et (P,Q2) € X }
@] {(defp P1 1nP2,defp Ql IHQQ) |(P1,Q1) et (PQ,QQ) (S X}

D(X) = {(def Din(P a),def D'in (P b))| (def Dinu,def D’inv) € X et
fn(P) N (decl(D)Udecl(D)) =0 }

{(def p=Rin(P | Q),defp = Rin((defp=RinP) | Q))}

{(def p = Rin (P p),defp = Rin ((def p = Rin P) p))}

{(def p = Rin ((Az)P),(Ax)(def p = Rin P)) |z & fn(R) }

{(def p= Rin ({u <= P)),{u <= (defp = Rin P)))}

{(defp=R,g=SinPdefp= R, = Sin(defp = Rin P)) |q & fn(

1 T

U
U
U
U
@]
U {(defp=R,q=SinPdefp=R,g = (def p=Rin S)in P)|q ¢ fn(

R)}
R)}
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£ = ((PI1OP}U{(P1QQ|PIUIPI(@IRPIQ) IR
[(defp= Rin P.P)|p & fa(P)} U {(wwP,P)|u & fa(P)}

{(def p = Rin (wu)P),wu)(def p = Rin P))}

defp=Rqg=SinPdefq=Sp=RinP)|q # p,p & n(S),q € In(R) }

vu)(wv)P,wu)wuwP)|u # v}

wuwP | Quuw(P | Q))|ugm(Q)}

(defp = RinP) | Qdefp = Rin (P | Q))|p & fn(Q)}

Euu )P a,wu)(P a))|a #u}

{(
{(c
{(
{(
{(
{((defp=Rin P) a,defp=Rin(P a))|la #p}

U
U
U
U
U
U
U
U
U

{(P] Q) a)(Pa)|(Qa))}
U{((u < P) a,(u <= P))} U{(0 a,0)}

La fonction F' est monotone et pour tout n > 1, nous avons X C F(X) C F"(X). Par
conséquent, pour toute relation D, nous pouvons définir la relation Doe =det U,>o F" (D).
Il est simple de voir que si D est close par substitution des variables par les noms, alors
la méme propriété est vraie pour F™(D), et donc pour Do, . De plus, il est simple de voir
que, pour chaque relation D, la relation |J,~,G"(D) est une congruence, et que la rela-
tion (J,,~o G™(€) contient =. En ce qui concerne la fonction D(X), il est facile de voir que
Dr C Ds - De plus, si (def Dinu) Dy, (def D’ inv) et (decl(D) U decl(D’)) N fn(P) = 0, alors
(def Din P{u/x}) Do (def D' in P{V/z}).

Dans ce chapitre, nous prouvons que si D est une bisimulation up-to F (cf. lemme [B.9),
alors D, est une def-simulation. Nous avons déja noté que D, était close par substitution,
par conséquent il est suffisant de prouver que D, est une ground simulation. Avant d’établir ce
résultat, nous prouvons deux propriétés intermédiaires.

Lemme 7.1 Soit D une bisimulation up-to F, et soit Doy la relation |J,,~, F" (D) définie ci-
dessus. Soit a,c deur tuples, et D,D’ deux définitions telles que: (def Dina) Dy, (def D'inc),
alors:

(i) si PDs Q et (fn(P)Ndecl(D)) = (fn(Q) Ndecl(D’)) = 0, alors
(def Din (P a)) Do (def D'in (Q ©));

(ii) si P nw8), pr et fn(P) N (decl(D) U decl(D')) = 0, alors il ewiste un processus
P tel que: P "9, P ot (def Din P') Do (def D' in P"). Et si P20, pr gy
fn(P) N (decl(D) U decl(D’)) = 0, alors il existe un processus P" tel que: P nw(Eh)
P" et (def Din P") Do, (def D'in P");

Soit a,c deux noms tels que (def Dina) Dy (def D'inc).

(i4i) si P+2% P’ et fun(P) N (decl(D) U decl(D’)) = 0, alors il existe un processus P tel que:

P 2% P quec (def Din P') Dy, (def D’ in P").

Preuve Soit a,¢c deux tuples de la méme taille, et P,(Q deux processus tels que PD, Q. La
premiere propriété est prouvée par induction sur la taille de a.

— cas |a| = 0: comme {(defp = Rin P,P) |p ¢ fn(P) } est un sous-ensemble de D , et comme
(fn(P) Ndecl(D)) = (fn(Q) Ndecl(D’)) = (), nous avons:

(def Din P) Dy, P Dy Q Do (def D' in Q)

— cas |a| = n + 1: supposons que (def Din (P a)) Dy, (def D’ in (Q ¢)). Le couple
((def Din (Pa)),(def D' in (Pc))) est dans Dy , par conséquent, en utilisant la transitivité
de la relation Dy, , et le fait que D, est une congruence, nous obtenons que:

= defDin((def DinP a) ap41)
Do defD'in((def DinP a)c,11)
Do def D'in((def D'inQ ¢) cpi1)
Do def D'in(Q ¢ cpy1)

def Din (P a an41)



93

inwu.(

La seconde propriété est prouvée par induction sur l'inférence de P Jnw(8), progoit Lo €t pie les
deux actions: g = inw.(b;d) et p, = inu.(b; é), alors:

— cas (decl): nous avons P = (u < P;) +** P’ = (P; @). Par conséquent: P+~ (P ¢) et
comme P; Do, Py, le résultat attendu, c’est-a-dire (def Din (P @)) Dy (def D’ in (Py ¢)),
suit du lemme [ZT-();

— cas (new mu): nous avons P = (vu)P; et P, +**s P{. Par conséquent P+ wu)P], et en
utilisant ’hypothese d’induction, il suit qu’il existe un processus Pj’ tel que P, "= PJ
avec (def Din P{) Dy, (def D’'in P’). Le résultat attendu suit du fait que Do, est une
congruence. La preuve est similaire dans les cas (def mu) et (par in);

RGN P]. Par conséquent (P b)+2* P{, et
in u.((b,b);¢)

— cas (app in): nous avons: P = (P b) et P;

en utilisant 'hypothese d’induction, il suit qu’il existe un processus P;’ tel que Py
P et (def Din P) Dy, (def D' in P;’). Le résultat suit du fait que
(P b) s Py,
Nous prouvons la troisieme propriété par induction sur I'inférence de P +2%s P’. Cette propriété
est triviale si a est une étiquette, ou si a = b. Par conséquent, dans la suite de la preuve, nous
considérons que a est un nom lié dans D:
— cas (lambda): nous avons P = (Ax)P;. Le résultat suit du fait que

(def Din P{a/3}) Do (def D' in P{c/z})

Plus précisément, nous obtenons ce résultat en utilisant les “lois de D(X)” pour distribuer
les définitions sous chaque constructeur de P. Ensuite, nous utilisons le fait que, pour tout
Q tel que (fn(Q) N (decl(D) Udecl(D’))) = 0, la relation
(def Din (Q a)) Do (def D' in (P c¢)) est valide.

— cas (par lambda): Le résultat suit de la propriété (i) et de la régle de distribution des
définitions sur la composition parallele;

— cas (new mu) et (def mu): le résultat suit du fait que Dy, est une congruence.

d

Lemme 7.2 (Actions in et application) Si P LGN P’ alors il existe une transition in

telle que pinn0)i@a)  prr e pr = (P a).

in u.(e;a)
_

En utilisant la régle (app in), nous obtenons comme corollaire que si P P’ alors

(P a) nw(6@0), pravec P = (P a).

Preuve La preuve est faite par induction sur l'inférence de P inu(b:3), prpour simplifier la
présentation de la preuve, nous utiliserons le symbole x pour désigner I'action in u.(b;a), et yq
pour désigner Paction in u.((b,a); (@,a)). La preuve se réduit a une analyse par cas sur la derniére

régle de 'inférence de P inwe(b3) | pr

— cas (decl): nous avons (u <= P) - (P @) pour tout tuples b et @. Par Conséquent (u <=
Pyt (P a a);

~ cas (new mu): nous avons P = wu)P; et P, +*~ P|. Par conséquent P +*> P’ = wu)P},
et comme a # u, nous pouvons utiliser I’hypothese d’induction et la régle (new mu) pour
prouver que (vu)P v wu)P] avec P;' = (P] a). Le résultat suit du fait que wu)P}’ =
wuw)(P] a) = ww)P| a. La preuve dans le cas (def mu) est similaire;

~ cas (par in): nous avons P = (P, | Q1) et P+ P]. Par conséquent P2 P' = (P} | (Q1 b)),
et en utilisant I’hypothése d’induction et la régle (par in), il suit que P2 (P! | (Q1 b a)) avec
P!’ = (P} a). Le résultat suit du fait que (P’ | (Q1 ba)) = (Pl a) | (Q1ba)) = (P | (Q1 D)) a;

— cas (app in): soit ¢ l'action inwu.((c,b);a). Nous avons P = (P; ¢) et P RN P|. Par
conséquent P W P = P/, et en utilisant I’hypothése d’induction et la régle (app in), il
suit que P+ P{" avec PJ' = (P} a), ce qui est le résultat attendu.
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O

Nous prouvons maintenant le résultat principal de ce chapitre, c’est-a-dire que si D et D!
sont deux bisimulations up-to F', alors D, est une bisimulation ground. Plus précisément, nous
prouvons simultanément deux propriétés: si (P,Q) € F*(D), alors

— si P+ P’ et k() # out, alors il existe un processus Q' tel que: Q +~ Q’, et P' Do, Q';

_ i p i outw®a), (D; P"), alors il existe un processus @’ et un environnement D’ tel que:

Q pout w80, (D';Q"), et P'Du @', et |a] = |¢| (disons n), et pour tout indice ¢ dans
I'intervalle [1..n] nous avons (def Dina;) Do, (def D' inc;).
La preuve est faite par induction sur k et sur la définition de F(X).

Comme F°(X) = Zd, le cas k = 0 est trivial. En effet I'identité est une bisimulation. Pour le
cas k = (n+1), la preuve est plus technique. Nous divisons celle-ci en suivant les trois «principaux
sous-ensembles» de F'(X). Il faut noter que, en utilisant les propriétés de € et G(X) données en
introduction de ce chapitre, il est facile de voir que si P = @Q, alors P D4, Q, et que pour tout
contexte C, si P Dy Q, alors C[P] Dy C[Q)].

7.1 Regles pour la congruence

cas PD(@ ou P~yQ: par définition, les relations D et ~g sont incluses dans D, . Par
conséquent le résultat suit de la définition de bisimulation up-to F'.

cas (P,Q) € F*(D) et (Q,R) € F*"(D): supposons que P+ P’ et r(u) # out. Nous utilisons
I'hypothese d’induction pour prouver que R+ R’ et P' Do, R, et I'hypothese d’induction encore
une fois, pour prouver que Q = Q' et R’ Do Q. Le résultat suit de la transitivité de Dy . La
preuve est similaire dans le cas des actions out.

cas P = wu)P; et Q = vu)Q:

— cas k(p) # out: la derniere régle de I'inférence P+ P’ est (new mu), et P’ = (wu)P] avec
Py +% P{. En utilisant 'hypothese d’induction, il suit que Q1 -~ @} avec (P{,Q}) € Deo,
et en utilisant la régle (new mu), il existe une transition Q +*> (wu)Q}. Le résultat suit du
fait que (P],Q]) € Do implique que (W u)P| Do Ww)QY;

— cas k(p) = out: si la derniére regle est (new out), alors il existe un environnement D
et un processus P tels que: P’ = (D;wu)P]) et P+ (D; P]). En utilisant ’hypothese
d’induction, il suit que Q1 = (D'; Q}) avec (P],Q}) € Dy . Comme dans le cas précédent,
nous concluant en utilisant la régle (new out) et le fait que (P],Q}) € Dy implique que
(vwPi,wvw)Q}) € D ;

Si la derniére régle est (new open), alors P (D;P) et u # v. En uti-
lisant I’hypotheése d’induction, il suit que Q4 pout v (58) (D'; Q) avec: (P{ Dy Q) et
(def Dina) Do, (def D'in¢), ce qui est le attendu résultat.

out v.(9;a)

cas P = (P; a) et Q = (@1 a): nous faisons une analyse par cas sur la derniere régle de 'inférence
de P+ P’. Supposons que P; "> P| (avec k(u1) # out):
— cas (app tau): nous avons p = 1 = 7. Nous utilisons 'hypothese d’induction pour prouver
que Q1 V> Q] avec P] Dy, Q]. Le résultat suit en appliquant la regle (app tau);
— cas (app com): nous avons g = 7 et u1 = Aa. En utilisant 'hypotheése d’induction, on
obtient qu’il existe une transition Q; - Q) avec P{ Dy Q). Le résultat suit de la régle
(app com);
~ cas (app in): nous avons y; = inwu.((a,b);d) et g = inwu.(b;a). En utilisant I'hypothése
d’induction, on obtient qu’il existe une transition @+ Q' avec P{ D, Q. Le résultat suit
de la regle (app in);
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— cas (app out): nous avons P; (out w(td), (D; P{) et P pout v @@, (D;(P{ ¢)). En

utilisant 'hypothese d’induction, il suit que @4 pout u(%:6) (D';Q}) avec P{ Do Q] et
(def Dina) Do, (def D' in¢é). Le résultat suit de 1'application de la régle (app out), et du
fait que a ¢ (decl(D) U decl(D’)) implique que (def Dina) Dy a Do, (def D' ina).

cas P = (Ax)P; et Q = Ax)Q1: la derniere regle est nécessairement (lambda). Par conséquent,
le résultat suit du fait que Do, est close par instantiation. La preuve est similaire dans le cas
P=[P,l=PletQ=[Q1,l=Q2] et dansle cas P = (u < P1) et Q = {u <= Q1).

cas P = (P | P,) et Q = (Q1 | @2): Si la derniére regle utilisée dans l'inférence de la
transition P+ P’ est (par tau), (par lambda), (par in) ou (par out), le résultat suit de I'hy-
pothese d’induction et du fait que, quelque soit le tuple de noms b on a: (P,Q) € Dy, implique
(P b,Q b) € Do . Le seul cas intéressant est celui tel que la derniere régle utilisée est (par
com). Supposons que P poutw(%4) (D; P{) et Py RLLAGLIN Pj et P = wv)(def Din (P} | Pj)).
Alors, en utilisant I’hypothése d’induction, il suit que Q4 pout u(@:d) | (D'; Q) avec (1) : P{ Do Q)
et (def Dina) Dy, (def D’ in¢). En utilisant le lemme [(7]], cette derniére propriété implique qu’il
existe un processus Py tel que: P, MPQ” avec (def D in Pj)) Do, (def D’ in PY'). Finalement,
nous utilisons 'hypotheése d’induction sur le couple (P»,Q2) pour prouver que: (o i u(68) Q5
avec Q5 Do Py, Ceci implique que:

(1) : (def D'in Q%) Do (def D' in Py') Do, (def D in Py)

Par conséquent il existe une transition 7 & partic de @ telle que: Q & Q =
(wv)(def D'in (Q] | Q%)), et comme les variables dans decl(D) (resp. decl(D’)) ne sont pas libres
dans P| (resp. @), nous avons que:

P'=(def Din (P | P})) Do (P | defDinP})
Do (Q) | def D'inQ)) Do (def D'in (Q} | Q) = Q'

Dans ces relations, nous avons aussi utilisé les propriétés (1) et (1), et le fait que Do, est une
congruence.

cas P = (defp=PinP) et Q = (defp=0Q1inQ2): les cas intéressants correspondent a
l'utilisation des régles (def open) et (def com).

— cas (def open): supposons que J R AGIN (D; Py) et que: provtr @d), ((p= P1,D)| P).

Par conséquent, en utilisant ’hypothése d’induction, il existe une transition Qs out p-(%:)
(D'; Q) telle que:
(i) : (def Dina) Do (def D' in¢) (i7) : Py Do Q4 (#4i) : Py Doo Q1
Le résultat suit alors du fait que (7) et (i#) impliquent que:
(defp = P;,Dina) Dy, (def p = Q1,D in¢)
et que (i%) et (¢i4) impliquent que: (def p = Py in Py) Do, (def p = Q1 in Q});
— cas (def com): supposons que P» poutp.(#:d) (D; Py), et que:

P> defp= P inwi)(def Din (P a | Py))

Par conséquent, en utilisant ’hypotheése d’induction, il existe une transition a partir de Q5
telle que Qs out (90, (D';@Q%). De plus cette transition vérifie les conditions (i), (i) et
(#i1) données dans le cas précédent. Par conséquent nous pouvons dériver une transition &

partir de @, telle que:
Q+= defp= Q1 inwo)(def D'in(Q ¢ | Q5))
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Comme les variables de decl(D) (resp. decl(D’)) ne sont pas libres dans P; et Pj (resp. Q1
et Q%), nous avons que:

(def Din (P, @ | P})) Ds ((def Din(Py a)) | P)
(def D'in(Q1 ¢ | Q3)) Do ((def D'in(Qy @) | Q)

Nous pouvons alors conclure, en utilisant le lemme [.1-(4), que:
(def D’in (@1 ¢)) Do (def Din (P @)). Le résultat suit du fait que Do, est a congruence.

7.2 Lois de réplication

cas P = defDin(Pya) et Q = def D'in(P; b): nous avons comme hypotheéses que
(def Dinu) F™(D) (def D’ inv), et que fn(P;) N (decl(D) U decl(D’)) = 0. 11 est facile de voir
que, avec ces conditions, on a P Dy, @ implique (def Din (P a)) Dy (def D’ in (Q b)). Supposons
que P, +*% P/, nous faisons une étude par cas sur la régle utilisée pour la donner la transition de
(Pl a):

— cas (app tau): le résultat suit du fait que (def Din (P] a),def D'in (P] b)) € Do et que
(1) : fn(def Din (P a)) Ndecl(D) = fn(def D’ in (P} b)) N decl(D’) = ;

— cas (app com): nous avons g1 = Aa et (P; a) ¥ P{. Par conséquent, en utilisant le
lemme [7.1}(#i7), nous pouvons conclure qu'’il existe un processus P}’ tel que (f) : P22 P/ et
((def Din P{) Do, (def D" in P;’)). Le résultat suit du fait que (1) implique que (P, b)-— P},
et de la propriété (1);

— cas (app in) et (app out): dans le premier cas, nous avons pu; = in c.(a,I;; a) et
(Py a) nebd), P|. Par conséquent, en utilisant le lemme @—(ii), on montre qu'il existe un

processus Py’ tel que Py e Gbl), P|" et (def Din P}) Do, (def D’ in P;’). Le résultat suit
de la propriété (7). La preuve est similaire dans le cas de la régle (app out): dans ce case nous
utilisons aussi le fait que si fn(P;) Ndecl(D) = 0 et Py oute @), P|, alors andecl(D) = 0.

cas P=defp=Rin(P; | Q1) et Q = defp= Rin((defp=RinP;) | Q1): nous supposons
que P; "% P et nous faisons une analyse par cas sur les deux derniéres régles de I'inférence
de la transition P+ P’. Comme les r6les de P; et (Q; sont symétriques, nous nous intéressons
uniquement au cas ou la transition «vient de» Q.
— cas (par tau) suivie par (def mu): nous avons 3 = 7 et P’ = defp = Rin(P] | Q1).
Par conséquent, en utilisant les régles (def mu), (par tau) et (def mu), nous pouvons dériver
la transition suivante:

Q+= defp = Rin(defp=RinP| | Q1)

La preuve est similaire dans le cas (par lambda) suivie par (def mu);

~ cas (par in) suivie par (def mu): nous avons p; = in u.(b; @) et
P’ =defp = Rin (P} | Q1 b). Comme la derni¢re régle utilisée est (def mu), les noms de @
sont tous différent de p (ce qui est aussi vrai pour 5) Par conséquent, en utilisant les regles
(def mu), (par in) et (def mu), nous pouvons dériver la transition suivante:

Q+ defp = Rin(defp = Rin P} | Q, b)

La preuve est similaire dans le cas (par out) suivie par (def mu);
— cas (par com) suivie par (def mu): le cas le plus intéressant correspond & une «scope
extrusion», c’est-a-dire a la transition P; out u.(54) (D; P{) avec p € a. Dans ce cas, nous
pouvons dériver une transition similaire & partir de @ en utilisant les régles (def open), (par

com) et (def mu). En particulier nous avons:

P’ ' =defp=Rin(wd)(def Din (P, | Q1)))
Q' =defp=Rin(wv)(defp=R,Din((def p = Rin P,) | Q1)))
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Le résultat suit du fait que P’ Dy, Q'. Dans le cas p € @, nous pouvons construire une
transition & partir de @ en utilisant les régles (def out), (par com) et (def mu);

— cas (par out) suivie par (def open): nous avons (P; | Q1) out w(#a) (D;(P] | Q1)) et
p 28, pl — ((p= R,D) | defp=Rin(P| | Q1))

Par conséquent, en utilisant les régles (def open), (par out) et (def mu), nous pouvons dériver
la transition suivante & partir de Q:

Q9. ' = ((p=R,D) | defp = Rin((defp = RinP)) | Q1))
Le résultat suit du fait que P’ Dy, @' et du fait que, pour tout couple (P,Q) dans Dy , on a:
(defp= Rin P) D, (defp = Rin Q)

— cas (par out) suivie par (def com): nous avons p = 7 et 3 = out p.(v;a) et P’ =
defp=Rin(Ra | (P| | Q)). Par conséquent, en utilisant les régles (def com), (par tau) et
(def mu) nous pouvons dériver la transition suivante:

Q> Q" = defp=Rin(defp=Rin(Ra | P]) | Q)

Do defp=Rin((defp=Rin(R a) | defp= Rin(F))) | Q)

Do P’

La preuve dans les cas ot la transition «provient de Q;», c’est-a-dire les cas tels que Q; v @,

est similaire. Nous utilisons simplement le fait que ((defp = Rin P) a) Do, (def p = Rin (P a)).

cas P = defp=Rin(P; p) et Q = defp=Rin((defp = Rin P;) p): nous supposons que
Py " P| et nous faisons une analyse par cas sur les deux dernieres régles de I'inférence de
P P
— cas (app tau) suivie par (def mu): nous avons = u; =7 et P’ =def p = Rin (P} p).
Par conséquent, en utilisant les régles (def mu), (par tau) et (def mu), nous pouvons dériver
la transition suivante:

Q+= def p= Rin(def p = Rin P p)

— cas (app com) suivie par (def mu): nous avons =7, u1 = Apet P =defp= Rin P].
Nous omettons de donner la preuve qu'il existe un processus Py’ tel que, pour tout nom v, on
a: Pyr2% PI'{v/ 4}, ce qui implique, en particulier, que P| = P{'{p/z}. Pour éviter la capture
des noms libres, nous utilisons un nom neuf ¢ et nous utiliserons parfois I’a-équivalence pour
convertir le processus (def p = Rin P) en (def ¢ = R{q/p} in P{q/p}). Cette transformation
est valide car 'a-équivalence sur les actions est déja considérée implicitement. En utilisant
les regles (def mu), (app tau) et (def mu), nous pouvons dériver les transitions suivantes:

P+% P =defp= Rin (P/'{P/z})
Q+= Q' =defp= Rin(def ¢ = R{q/p}in (P'{q/p}{P/x}))

Le résultat suit alors du fait que D, contient 'ensemble des couples: ((def D in P{u/x}),
(def D’ in P{v/z})) tels que (def Dinu) Do, (def D’ inv);

~ cas (app in) suivie par (def mu): nous avons p; = inu.(p,b;a) et P’ = def p = Rin P,
Comme la derniere regle utilisée est (def mu), les noms du tuple a sont différent de p (ceci
est aussi vrai pour b). Par conséquent, en utilisant régle (def mu), (app in) et (def mu), nous
pouvons dériver la transition suivante a partir de Q:

Q+* defp = Rin(defp = Rin P|) D, (defp = Rin P{) = P’
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— cas (app out) suivie par (def open): nous avons P; out w(®d), (D; Py) et
p ot @@n), pr_ ((p=R,D);def p= Rin (P] p)). Le cas intéressant est celui ou p est
déja contenu dans a. Dans ce cas, en utilisant les régles (def open), (app out) et (def open),
nous pouvons dériver une transition & partir de @ telle que (nous choisissons un nouveau
nom ¢ pour remplacer le nom lié p dans P; et nous désignons par R, le processus R{q/p})

Q22 w89, 3 — (g = Ryp = R,D) | def g = R,in (def p = Rin P}))

Le résultat suit du fait que (def ¢ = Ry in (def p = Rin P|)) Do, (def p = Rin P)) et du fait
que (def p = R,Din (a,p)) Do (def ¢ = Ry,p = R,Din (a,q))
La preuve est similaire dans le cas P = defp=R,gq=SinP et Q =
defp=R,qg=Sin(defp=RinP), et dans le cas P = defp=Rg=SinP et
Q =defp=R,q=(defp= RinS)inP.

cas P = defp=Rin((Ax)P;) et Q = (Az)(defp= Rin P;): nous avons la condition annexe
que = ¢ fn(R). Les deux dernitres regles de l'inférence de P+ P’ sont (lambda) suivie par
(def mu). Par conséquent p = Au et P/ = defp = Rin (P1{u/z}). Le résultat suit alors par
application de la regle (lambda) et du fait que = ¢ fn(R) implique (defp = Rin P;){u/z} =
defp = Rin (P;{u/z}). Dans le cas symétrique, nous utilisons le fait que la transition Q +* Q’
utilise la reégle (lambda).

cas P =defp=Rin({(u <= P;)) et ) = (u <= (defp=Rin P;)): nous utilisons le fait que
les deux dernieres régles de la transition P+ P’ sont (decl) suivie par (def mu). Par conséquent

(u <= Py) nw(bid), (P @), et comme la dernitre rogle est (def mu), p & bU a. Le résultat suit du
fait que p € a implique (def p = Rin P;) a = def p = Rin (P, a).

7.3 Regles pour I'équivalence structurelle

cas P=P; | 0 et Q = P;: sik(u) # out, alors la derniere régle de la transition P+ P’ est
(par tau), (par lambda) ou (par in), la régle est (par out) dans les autres cas. Le résultat suit alors
du fait que (0 @) Do, 0 et que (P | 0) Dy, P. La preuve est similaire dans le cas symétrique.

cas P = P | Q1 et Q = Q1 | Pi: le cas intéressant correspond & lutilisation de la

régle (par com). Supposons que Pj LUCHCIDIN (D; Py), que Q1 RGN 1, et que P+

wv)(def Din (P} | Q})). Par conséquent nous pouvons dériver une transition & partir de
Q telle que Q@+ wv)(def Din(Q} | Pj)). Le résultat suit du fait que PDy @ implique
(wv)(def Din P) Do, (wi)(def Din@). La preuve est similaire dans le cas P = Py | (Q1 | R1)
et Q= (P | Q1) | Ru.

cas P=defp=RinQ et p & fn(Q):

— cas k(p) # out: la derniere regle de I'inférence de P+ P’ est (def mu), et nous avons
Q5 Q' et P defp = RinQ'. Comme p ¢ fn(Q) implique que p ¢ fn(Q’), le résultat
suit du fait que (def p = Rin Q') Do Q’;

— cas k(u) = out: soit p laction outu.(9;a)). Comme p ¢ fn(Q), la derniére regle uti-
lisée ne peut pas étre (def com). Supposons que la derniére régle soit (def out), nous
avons: Q = (D';Q") et P+ (D';defp = Rin(Q’). Le résultat suit alors du fait que
(defp=RinQ") Do Q' et que (def D’'ina) Do, (def D'ina). Supposons que la derniére
régle soit (open def). Alors nous avons Pt ((p = R,D') | Q'), et comme p ¢ fn(Q), nous pou-
vons conclure que p € a et p & fn(D’). Par conséquent (def p = R,D"ina) Do, (def D' ina),
ce qui est le résultat attendu.

La preuve est similaire dans le case P = wu)Q et u & fn(Q).
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cas P = defp = Rin(wuw)P;) et Q = wu)(def p= Rin P;): nous avons la condition annexe
que u ¢ fn(R). Supposons que P, +*% P/ (avec k(m1) # out). Par conséquent les deux dernieres
régles de l'inférence de P+ P’ sont (new mu) suivie par (def mu) et nous pouvons donc dériver
une transition similaire & partir de @ en utilisant les régles (def mu) et (new mu). La preuve
est similaire dans le cas ot P, —22 u(5:4) (D; P/). La preuve est aussi similaire dans le cas le
symétrique, c'est-a-dire si P = wu)(defp=RinP;) et Q = def p = Rin(wu)P,), et dans les
cas o: P = (defp=R,gq=95inP) et Q = (defg=Sp=RinP), o: P = wu)(wv)P) et
Q = wv)(wuwP).

cas P = (wwP, | Q1) et Q = wu)(Py | Q1): le cas le plus intéressant correspond a l'utilisation
de la régle (par com) dans la transition P+ P’. Nous considérons le cas tel que P; fait une
transition out (et que la dernieére régle est (new out)), et que @ fait une transition in. La preuve
est similaire si 'inférence de la transition de P se termine par la régle (open new). Tous les autres
cas sont similaire au cas P = (wu)P; a). Supposons que:

wuPy L (D way(P)) P = wo)(def Din(ww(F]) | Q)))
Par conséquent, nous pouvons dériver une transition similaire a partir de @ telle que:
Q+- Q' = wuw(wv)(def Din (P] | Q1))

Le résultat suit alors du fait que P’ = @’ implique P Dy, Q'. La preuve est similaire dans le cas
symétrique.

cas P=defp=RinP, | Q1 et Q =defp=Rin (P, | Q1): le cas intéressant est tel que les
deux derniere regles utilisées dans I'inférence de P+ P’ sont (def com) suivie par (par tau). Dans
les autres cas, nous sommes dans une situation comparable & la preuve du cas précédent. Nous
supposons que: 4 = 7 et que:

P29 (p.ply Pl =defp=Rin(wi)(def Din(Ra | P))) | @
Par conséquent nous pouvons dériver la transition suivante a partir de Q:
Q= Q' =defp= Rin(wi)(def Din(Ra | P| | Q1)))

Le résultat suit du fait que P’ = @’ implique P’ D, Q'. La preuve est similaire dans le cas
symétrique et dans le cas: P =defp = Rin (wu)Py) et Q = wu)(defp = Rin Py).

cas P = (defp=RinP;) a et Q = def p= Rin (P, a): nous avons la condition annexe que
a # p. Le cas intéressant est tel que les deux derniéres régles utilisées dans I'inférence de P % P’
sont (tau def) suivie par (app tau). Dans les autres cas, nous sommes dans une situation comparable
a la preuve du cas précédent. Nous supposons que: i = T et que:

py P 2r @8, p.ply P =defp= Rin(wi)(def Din(Ra | P)))) a

Par conséquent nous pouvons dériver la transition suivante: Q " Q" avec
Q" =defp=Rin(wi)(def Din (R @ a | P| a))). Le résultat suit du fait que P’ = Q' implique
P' Dy, Q. La preuve est similaire dans le cas symétrique.

cas P = wuw)P; a et Q = wuw)(P; a): nous étudions les deux dernieres regles de 'inférence de
P+ P Si k(1) # out, ces régles sont (new mu) suivie par (app lambda), (app tau) ou (app in).
Dans les autres cas, ce sont (new out) ou (new open) suivies par (app out).
~ cas (new mu) suivie par (app com): dans ce cas, on a: u = T, et Py 2% P/ et
P’ = wu)P] et nous pouvons dériver la transition suivante: Q —— wu)P;. Le résultat suit
du fait que (vu)P| Dy (vu)P|. La preuve est similaire dans le cas (new mu) suivie de (app
in);
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— cas (new mu) suivie par (app tau): dans ce cas,on a: p = 7, et PiF= P, et P’ = wuw)Pj a
et nous pouvons dériver la transition suivante: Q +— (wu)(Pj a). Le résultat suit du fait que
(wu)P| a) Doo wu)(Py a);

~ cas (new out) suivie par (app out): dans ce cas, on a: x(u) = out, et P, "~ (D; P}), et
P' = (D;((vu)P] a)) et nous pouvons dériver la transition suivante: Q +*~ (D; wu)(P] a)).
Le résultat suit su fait que (wu)P] a) D (wu)(P] a). La preuve est similaire dans le cas
(new open) suivie par (app out).

La preuve est similaire dans le cas symétrique.

cas P=(P|Q1)aetQ = (P a)|(Q1a): nousétudions les deux derniéres regles de I'inférence
de P+ P’. Le premier cas est tel que la transmon provient «uniquement» de Py (resp. de Q1),
c’est-a-dire que la transition est de la forme P; +*— P{ implique (P | Ql) (P} | Q1 a).

~ cas (par tau) suivie par (app tau): nous avons pu = 7, et Py - P/, et (P, | Q)+
(P{ | Q1) et P+ (P} | Q1). Par conséquent, en utilisant les régles (app tau) et (par tau),
nous pouvons dériver une transition similaire pour @, c’est-a-dire: Q -~ Q' = (P | Q1);

- cas (par lambda) suivie par (app tau): nous avons: u = 7, et P, +2% P/ et (P; |
Q1) % (Pl | Q1 a) et P+ (P} | Q1 a). Par conséquent, en utilisant les régles (app
tau) et (par lambda), nous pouvons dériver une transition similaire pour @, c¢’est-a-dire:
Qr-Q = (P | Q1 a);

— cas (par in) suivie par (app in): dans ce cas, on a: p = inv.(b;a). Soit x' 'action
in v.((a,b); @), nous avons: P, £ P/, et (P1 | Q1) == (P | Q1 a b) et P (P | Q1 a b)).
Par conséquent, en utilisant les régles (app in) et (par in)Lnous pouvons dériver une transition
similaire pour Q, c’est-a-dire: Q -~ Q' = (P} | (Q; a) b);

— cas (par out) suivie par (app out): dans ce cas on a: u = out v.(9; (a,a)). Soit p’ 'action
out v.(5; @), nous avons: Py o (D; P}), et (Py | Q1)+ (D; (P! | Q1)) et P+ (D; (P! |
Q1) a)). Par conséquent nous pouvons dériver une transition similaire pour @, c’est-a-dire
Q= Q' = (D; (P a) | (Q1 a))).

Le dernier cas est tel que les deux dernieres reégles de la transition P+ P’ sont (par com) suivie
par (app tau). Par exemple le cas tel que Py pout u(t:d), (D; P)), et erL(M)>Q1, et (P | Q1)
(wo)(def Din (P] | Q})) et P+ wi)(def Din (P | Q})) a. Par conséquent, en utilisant régle

(app out) et le lemme [[.9, nous pouvons dériver les transitions suivantes: (P; a) pout v (0i(@0))
(D; P| a) et (Q a) Hnv(6(@a), QY avec Qf = (@} a). En utilisant la régle (par com), il suit que
Q- Q' = wov)(def Din ((P] a) | QF)) = P’, ce qui est le résultat attendu.

cas P=(u<= P) aet Q= (u<= P): laseule possibilité est que (u <= P;) «fasse» une action

inv.(b;a)

in. Dans ce cas, nous avons ) (P @), et comme nous pouvons aussi deriver la transition

(u <= Py) nv((@b)id) | p a, il suit, en utilisant la régle (app in), que P in v.(5:a)
est similaire dans le cas symétrique P = (0 a).

Py a. La preuve

O



CHAPITRE 8

Propriétés de la def-bisimulation et de la congruence a barbes

ANS CE CHAPITRE, nous prouvons plusieurs propriétés de la def-bisimulation. Nous montrons
D que cette relation est une congruence, qu’elle contient ’équivalence structurelle et qu’elle
vérifie les lois de réplication. Nous montrons ensuite que la def-bisimulation est incluse dans la
congruence a barbes, ceci permet de prouver que l'interprétation du A-calcul, donnée dans la
partie [l, est adéquate.

Théoréme 8.1 La def-bisimulation est une congruence qui contient la relation d’équivalence
structurelle, c’est-a-dire que = C ~g, et pour tout contexte C, on a P ~g@Q implique

C[P] ~4 C[Q].

Preuve La relation identité Zd est un exemple particulier de bisimulation modulo contextes,
et donc de bisimulation modulo F. Par conséquent, en utilisant le lemme [.2, on obtient que
Upso F(Zd) C ~g , et donc: =C (|, F"(Zd) C ~g . Pour montrer que ~4 est une congruence,
on utilise le fait que ~g est un exemple de bisimulation modulo contextes. Par conséquent
Unso F"(~q) est une def-bisimulation, et donc (J,~qF"(~a) € ~q. Ceci implique que
F(~gq) C ~g4,et donc que ~,4 est compositionelle. Comme c’est aussi une relation d’équivalence,
c’est donc une congruence. |

Le résultat suivant implique que les définitions peuvent étre «distribuées» sous n’importe quels
contextes, et donc qu’elles agissent comme des substitutions explicites [1].

Lemme 8.2 (Les lois de réplication) Les lois suivantes sont vraies:
(i) Sip ¢ tn(P), alorsdefp=RinP ~4 P;
(i) def p=Rin(P | Q) ~gdefp=Rin((defp=RinP) | Q);
(#i1) sip# q et q € fn(R), alors:
defp=Rin(defqg=SinP) ~; defp=R,q=Sin(defp= RinP)
defp=Rin(def¢g=SinP) ~; defqg=(defp=RinS)in(defp= RinP)

(iv) defp = Rin ({u <= P)) ~4 (u <= (def p = Rin P));
(v) six n'est pas libre dans R, alors: (def p = Rin ((Az)P)) ~q (Az)(def p = Rin P);

(vi) pour tout contexte C qui ne capture pas un nom libre de R, et pour tout processus P, la loi
sugvante est vraie (def p = Rin (C[P)])) ~4 (def p = Rin (C[def p = Rin P))).
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On montre qu’un corollaire des lois (7) et (i) est:
defp=Rin(P | Q) ~4 (defp=RinP) | (defp = RinQ)
qui est la loi que nous annoncions en introduction de cette partie.

Preuve Les lois de (i) & (v) sont des conséquences directes du fait que F(~4) C ~g. Pour
prouver la loi B:2-(vi), on montre que les deux processus Py et Py de la forme:

Py =q4o¢ D[P] et P, =4o¢ D[def p = Rin P]

ol D est le contexte def p = Rin (C].]), sont bisimilaires. Soit [.] la fonction sur les processus
définie par les régles suivantes (dans chaque cas, nous utilisons I’a-conversion pour éviter la capture
des noms libre de R):

[defp = Rinu] = defp=[R]inu
[def p= Rin((Az)P)] = defp=[R]inA\z)([defp = Rin P])
[def p = Rin (P a)] defp =[R] in([defp = Rin P] a)
[defp = Rin (wuw)P % def p = [R] in wu)([def p = Rin P])
I

)
[defp=Rin(P | Q) defp = Rin (([def p = Rin P]) | ([defp = RinQ]))
[defp=Rin({u <= P))] = defp=[R]in(u <= ([def p= Rin P]))
)

b s _ _ . def ¢ = [defp = Rin 5]
[def p= Rin(def¢g=SinQ)] = defp_ﬂR]]m(in[[defszinQ]]

et telle que [.] est un homomorphisme dans les autres cas. La fonction [.] est utilisée pour dis-
tribuer au maximum les définitions dans un processus. Si nous ajoutons la constante [.], telle
que [defp = Rin []] = [], cette fonction devient aussi une transformation de contextes en
contextes. En utilisant les lois de réplication, on vérifie que pour tous processus P on a: [P] ~g4 P
et [D][P] ~4 D[P]. 1l est donc immédiat que:

Py ~4[P1] = [D][[def p = Rin P])] et que Py ~y D[[def p = Rin P]]

Le résultat attendu, c’est-a-dire P; ~4 P», suit par transitivité de la bisimulation. |

8.1 Relation entre transitions étiquetées et réductions

Dans cette section, nous montrons que le systéme de transitions étiquetées est «fidele» a
la notion de réduction, c’est-a-dire que toute réduction P — (@, peut étre associée a une T7-
transition P+ @', du systéme de transitions étiquetées. Ce résultat est formellement donné dans
le lemme B-4. Néanmoins, une différence principale avec les systéemes de transitions étiquetées clas-
siques définis pour le w-calcul, est que dans notre cas, les 7-transitions ne sont pas directement
équivalentes aux réductions. Ainsi nous avons déja vu ’exemple suivant dans la section p.2.

: —  defp=Rin((Qp) | P)
(u<=@Q) | defp=Rin(up | P) {;) = defzzRin((Ql;a) | (defp = Rin P))

L’intuition est qu’une définition est dupliquée, des lors qu’'un message peut rendre public la
référence utilisée pour la nommer. Pour établir ce résultat formellement, nous prouvons d’abord
une propriété préliminaire.

Lemme 8.3 (Relation entre actions et transitions étiquetées)

actions tau: Si P+ P’ et E est un contexte d’évaluation, alors E[P] - E[P’];
actions lambda: si P+2% P', alors (Pa) — P';

actions in: si P29, P', alors (Pb) | (ua) — P’;
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actions out: si P+, (D; P"), alors il existe un processus R tel que:

P=wi)(def Din (R | ua)) et wo)(def DinR)~q wo)(def Din P’)

Preuve On démontre chaque propriété séparément.

actions tau on montre que si P~ P’ ¢t E est un contexte d’évaluation, alors E[P] —— E[P’].
La preuve est faite par induction sur la taille de E. Supposons que P+ P’, le cas E = []
est trivial.

— cas (Eu) et (E -I): le résultat est impliqué par la régle (app tau);

— cas (E | P) et (P | E): le résultat est impliqué par la régle (par tau);

— cas (vu)(E): le résultat est impliqué par la régle (new mu);

— cas (def DinE): le résultat est impliqué par la régle (def mu).

actions lambda on montre que si P +2% P’ alors (Pa) — P’. Dans cette preuve, on suppose
étre dans le cas d’une application a une valeur. Le cas de la sélection est similaire. La preuve
est une analyse par cas sur la derniére régle de la transition P 29 P’

— cas (lambda): on a P = (Ax)Q et P’ = Q{a/z}, par conséquent le résultat découle de
la régle (red beta);

~ cas (par lambda): on a P +2% P’ implique (P | Q) ~% (P’ | (Qa)). Or, d’apres
I'’hypothése d’induction (Pa) — P’. Par conséquent le résultat est impliqué par les
régles (red struct) et (red context): (P | Q)a = (Pa) | (Qa) — P’ | (Qa);

— cas (new mu) et (def mu): dans le premier cas, on a P =gt (¥ 0)Q, et P/ =ger w1)Q’,
et Q 2% Q'. On utilise 'hypothese d’induction pour montrer que (Qa) — Q'. De
plus, les pré-conditions de la régle (new mu) impliquent que b est différent de v. Donc
(Pa) = wv)(Qa) — wv)Q'. La preuve est similaire dans le cas (def mu).

actions in on montre que si P

P’, alors (Pb) | (ua) — P’. Un corollaire de cette
propriété est que P i u(6d), pr implique P | (u@) — P’. Soit @ (respectivement b) le
tuple (ay,...,an) (resp. (b1,...,by)). On fait une analyse par cas sur la derniére regle de la

in w.(b;a) 124

in a.(b;a)
e

transition P
— cas (decl): on a P = (u <= Q) RLLAGLN (Qa) = P’ et (Pb) = P. Par conséquent, en
utilisant I’équivalence structurelle et la régle (red decl), on obtient (Pb) | (ud) — P';
— cas (new mu) and (def mu): dans le premier cas on a P = wv)@, et P = wv)Q’,
et @+ @'. La condition annexe de la régle implique que v n’est pas dans ’ensemble
u,&,l;. Par conséquent

(w0)Q) b) | (ua) = @wo)(Qb | (ua))

le résultat découle de I'hypotheése d’induction et de la regle (red context). La preuve est
similaire dans le cas (def mu);

— cas (par in): on a prine ) pr implique (P | Q)rmu'—w> (P | (Qb)et (P|Q)b=
(Pb) | (Qb). Le résultat est impliqué par I’hypothese d’induction et la regle (red context);

— cas (app in): dans ce cas on utilise le fait que, avec nos notations, ((Pd)b) est égal &

(P(d.b)).

. . out u.(v;a
actions out on montre que si P A

(D; P'), alors il existe un processus R tel que
P=wo)(def Din(R | wa)) et wi)(def DinR) ~,4 vv)(def Din P’)

L’ intuition est que 'on peut toujours augmenter la portée des définitions se trouvant sous
un contexte d’évaluation. La preuve se fait par une analyse par cas de la derniere regle de

P out u.(?;a) (D,Pl)

— cas (out):ona P=u outw(Ge) (0;0). Or u = we)(defPin (0 | u)) et
0 ~4 (ve)(def P in 0). Le résultat est donc obtenu en choisissant 0 pour R;
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— cas (par out), (app out), (new out) et (def out): dans le cas (par out), par
exemple, on a P out u.(2:3) (D; P'). Par conséquent il existe un processus R tel que
P = wi)(def Din (R | w a)). De plus la condition fn(Q) N (decl(D) U) = @ implique

que
(P | Q)= wi)(def Din((R | Q) | u a))

Le résultat est donc obtenu en remarquant que = C ~y4 et que ~g est une congruence
(cf. théoreme B1));

— cas (new open) et (def open): dans le cas (new open), on utilise le fait que P ~4 Q
implique (V)P ~q wv)Q. Dans le cas (def open), on doit aussi utiliser le lemme B2
pour prouver que

wv)(defp=S,DinR) ~q (wv)(defp = S,Din(defp = Sin R))
g

Dans le lemme B-3, on a relié chaque type d’actions a une regle de réduction. Par exemple les
actions lambda sont associées & la régle (red beta). Cette propriété permet de prouver que le s.t.e.
simule les réductions, c’est-a-dire qu’on a la propriété suivante.

Lemme 8.4 (W simule —) S’il existe une réduction d’un processus P ¢ un processus P’, alors
il existe une transition étiquetée équivalente modulo équivalence structurelle, c’est-a-dire que:

(i) si P — P’, alors il existe un processus R tel que P =R, et R+ R, et R’ = P'.
Réciproquement, l’existence d’une T-transition, implique ’existence d’une réduction. Dans ce cas,
les «résiduels» sont bisimilaires, c’est-a-dire que:

(i7) si P+ P’, alors il existe un processus R tel que P — R et R ~g P'.

Preuve (Lemme B.4) La preuve de la propriété (i) est faite par induction sur 'inférence de:
pP— P,

— cas (red struct): on a P = @Q et Q — P’. Aussi, en utilisant ’hypotheése d’induction, on
montre qu’il existe deux processus R et R’ tels que Q = R, et R+ R', et R’ = P'. Le
résultat suit de la transitivité de I’équivalence structurelle;

— cas (red context): on a P = E[Q], et Q — Q' et P/ = E[Q’]. Par conséquent il existe un
processus R tel que Q = R et R+ R; et R’ = Q’. 1l suffit alors d’utiliser le lemme B3 et le
fait que = soit une congruence, pour prouver que P = E[R] +— E[R'] = P’;

— cas (red beta) et (red sel): dans le premier cas, nous avons P =ger (A2)Q)a et P’ =q¢f
Q{a/z}. On utilise alors la régle (lambda), qui implique que (Az)Q) ~2% Q{a/z}, et regle
(app com), qui implique que P+ P’. La preuve est similaire dans le deuxiéme cas;

— cas (red decl): on a P =4t ((u <= Q) | ua) et P’ =4et (Qa). La regle (decl) implique

in u.(e;a)
que {u <= Q)

~\ outu.(ea)
St LA

obtient: (ua) (0; (0a)). Le résultat suit de lapplication de la régle (par com),
puisqu’elle permet de montrer que P+ (P’ | (0a)) = P';

— cas (red def): on a P =4t (defp = T'in E[p]) et P’ =4t (def p = Tin E[T]) avec comme
hypothese que p et les noms libre de T ne sont pas liés par E. En utilisant I’équivalence
structurelle, on peut toujours supposer que E est mis dans la forme normale suivante.

(Qa). Par conséquent, en utilisant les régles (out) et (app out), on

E = wi)(def Din([]a | Q))

Aussi, en utilisant les régles (out), (app out), (new open) et (def open), on montre que

E[P] poutr.(04) (D;(0a | @)). Finalement on utilise la régle (def com) pour montrer que

P+% (defp=Tin(wo)(def Din(Ta | (0a | Q))))) =P
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La preuve de la deuxiéme propriété est faite par induction sur l'inférence de P+~ P’.

— cas (par tau), (app tau), (new mu) et (def mu): le résultat suit de la régle (red context)
et du fait que ~4 soit une congruence;

— cas (app com): supposons que nous ayons une béta-réduction (le cas de la sélection est
similaire). Alors P =g¢f (Qa) et Q +2% P’. Le résultat suit du lemme B.3;

— cas (par com) et (def com): dans le cas de la composition parallele, on a P
(D; P') et Q inu(6d) Q' impliquent (P | Q) += wo)(def Din (P’ | Q’)). En utilisant le
lemme B3, on montre que ces hypotheses impliquent qu’il existe un processus R tel que

Q| (va) — Q'
P = wv)(def Din (ua | R))
(wv)(def Din R) ~4 (wv)(def Din P’)

out u.(v;a)
—_—

En combinant ces trois propriétés, nous obtenons la suite de relations suivantes:

(P1Q) = widefDin(af|R))|Q
= wo(defDin(R | (Q | a B))) (d’apres les hypotheses de (par com))
—  wo)(defDin(R | Q)) (d’apres les hypotheses de (red context))
~q wo)(defDin (P’ | Q) (d’apres les hypotheses du théoréeme B-))

Dans la derniere égalité, nous utilisons le fait que (fn(Q) N (9,decl(D)) = () implique que
(fn(Q') N (v,decl(D)) = 0). La preuve est similaire dans le cas (def com).
|

Nous donnons maintenant une caractérisation des valeurs en nous aidant du systeéme de transitions
étiquetées.

Lemme 8.5 (Caractérisation des barbes) Le processus P est une valeur, c¢’est-a-dire P |, si
et seulement si il existe une valeur a telle que P 2% P’.

Preuve La premiere implication est prouvée par induction sur la taille de P, la réciproque est
prouvée par induction sur I'inférence de P 2% P’. |

Finalement, nous prouvons le résultat principal de cette partie, qui est que la def-bisimulation
forte est incluse dans la congruence a barbes.

Théoréme 8.6 Si P~y Q, alors P =}, Q.

Preuve Nous montrons que la relation ~; est une bisimulation a barbes. Dans le chapitre B,
nous avons déja prouvé que ~y est une congruence. Par conséquent il suffit de montrer que (1) :
la def-bisimulation est une simulation, et que (2) : la def-bisimulation préserve les barbes.

(1) supposons que P~g3@Q et P — P’. Nous montrons qu’il existe un processus @’ tel que
Q — Q' et P ~3 Q. En utilisant le lemme B.4-(7), on montre qu’il existe un processus R tel
que (§) : P=R, et R+ R, et () : R = P’. En utilisant le théoréme B et la propriété
(1), on en déduit que Q ~4 R. Par conséquent, puisque P ~g4 @, il existe un processus S tel
que Q@+ S avec R ~4 S. De plus, d’apres le théoréme B et la propriété (f), on a P’ ~4 S.
Finalement, en utilisant le lemme B:4-(i7), on prouve 'existence d’un processus @’ tel que
Q— Q et Q ~q 8, et donc tel que Q' ~4 P’;

(2) supposons que P |. D’apres le lemme @, il existe un nom a tel que P ~2% P’. Or, par
hypothese, P ~g Q. Donc il existe un processus Q' tel que Q % Q' et P’ ~qQ’. Par
conséquent, en utilisant la propriété réciproque du lemme B.3, on obtient que @ |.

O
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Ce dernier résultat implique que les lois de réplication (cf. lemme B:2) sont également vraies
pour la congruence a barbes, c’est-a-dire qu’on a les propriétés suivantes.

Théoréme 8.7 (Lois de réplication) Les lois suivantes sont vraies:

(1) defp=RinP =, P (u & fn(P))

(44) defp=Rin(P | Q) =, (defp=RinP) | (defp= RinQ)

(uit) defp=Rin(Pa) =, defp= Rin((defp= RinP)a)

(iv) defp=Rin(defqg=SinP) =;, defqg=(defp= RinS)in(defp= RinP)
v) defp=Rin({(u <= P)) =, (u<=(defp= RinP))

(vi) (defp = Rin ((Ax)P)) = (Az)(defp = RinP) (x € fn(R))

Nous conjecturons que la relation de def-bisimulation faible est aussi un congruence a barbes.

Conjecture 8.8 Si P ~,Q, alors P = Q.

8.2 Interprétation du lambda-calcul

Dans cette section, nous étudions le A-calcul complet, c’est-a-dire sans stratégie de réduction
particuliere. En particulier on autorise la réduction sous les abstractions. On rappelle que la re-
lation de béta-conversion, notée < g, est la plus petite congruence telle que (Az.M)N <z M{N /2 }.

Nous utilisons les lois de réplication — pour la congruence a barbes, cf. théoreme — pour
prouver la correction de la traduction du A-calcul vers w* donnée dans la partie [l. En reprenant
les notations de la section B.3, on interpréte un terme M par le processus (M) =get [(M)*], ot
(.)* est linterprétation de A dans A* donnée dans la définition B.3, et [.] est I'interprétation de
A* dans w* donnée dans la définition B.4. Nous commencons par définir une construction dérivée:

Plp:=Q] =get defp=QinP (p € fn(Q))

qui nous permet d’établir formellement un lien entre 'opérateur dérivé def, et les substitutions
explicites [l]. En utilisant [p:=Q)], la fonction (.) peut se réécrire plus simplement. Nous rappelons
que nous ne faisons pas de distinction entre les variables de A et les noms de 7*.

Définition 8.1 (Codage du A-calcul complet)

(z) = =
Az M) = Ax)(M)
(MN) = (Mp)[p:=(N)]

On remarque que la traduction d’un rédex du A-calcul est un rédex du calcul bleu. De plus, en
utilisant le théoreme f.3, on obtient que:

((AzMN) = (A (M))p)[p:=(N)] = (M) {P/2})[p=(N)] (8.1)

En utilisant les lois de réplication, on montre que [p:=(N))] vérifie les mémes lois que la substitution
{V/p}, et en particulier (M) [z:=(N)] ~ (M{N/2}), ce qui implique de maniere immédiate la
propriété suivante.

Théoréme 8.9 Si M —g N, alors (M) =4 (N).

Plus précisément, on montre que les lois de réplication sont I’équivalent, pour [p:=(N)], des
transformations définies dans le A-calcul avec substitutions explicites. Plus précisément, si nous



8.2. INTERPRETATION DU LAMBDA-CALCUL 67

ajoutons lopérateur de substitution explicite M[z:=N] au A-calcul, et si nous définissons le terme
(M[z:=N]) par (M) [z:=(N)]. Alors, soit p,q deux références telles que p # g et ¢ & fn(R), on a:

(Plg:=@Q))[p:=R] (P[P =R))[¢:=(Q[p:=R])] (théoreme B.7(iv)

p[p:=R)] (proposition

)
£2)
q[p:=R] (théoréme B.1- (Z)g
)

S o

(Ay-M) [p:=(N)] (>\ )((M) [p:=(ND]) (théoreme B.7-(vi)
(ML) [p:=(N)] ((M[p:=N]) (L[p==N]))  (théoreme B.7-(iv)

Par conséquent, en utilisant la relation (B:1]), nous pouvons montrer que:

(A2 M)N) = ((M){P/a})p=(ND] ~ (MD{IND/2} = (MEN/2})

Ce dernier résultat doit étre comparé a la remarque de R. MILNER [08, section 4] qui écrit que
«la correspondance entre le A-calcul avec substitutions explicites et le m-calcul, est peut étre plus
étroite qu’entre le A-calcul et le w-calcul ».

=

aRu

=

Dans le chapitre suivant, nous étudions comment les définitions et les résultats donnés pour le
calcul bleu symétrique, peuvent étre transposés au cas du calcul bleu dissymétrique.
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CHAPITRE 9

Equivalence dans le calcul dissymétrique

ANS LA PARTIE PRECEDENTE, nous avons défini la congruence & barbes =, et la bisimulation

«étiquetée» ~g , pour le calcul symétrique. Dans cette partie, nous définissons ces relations

pour le calcul dissymétrique, et nous montrons comment transposer les résultats prouvés dans les
chapitres précédents, en particulier en ce qui concerne les techniques de preuve up-to.

9.1 Conventions

Dans cette partie, nous considérons une variante du calcul bleu local et dissymétrique, dans
laquelle les déclarations répliquées sont remplacées par les définitions. Nous choisissons également
de suivre les conventions données dans la section 2. En particulier, nous introduisons le processus
0 directement dans la syntaxe des termes de 7*, et nous considérons une regle d’équivalence
structurelle supplémentaire:

(0| P)=P

9.2 Congruence a barbes

La congruence a barbes, dénotée =z, est la plus grande bisimulation qui préserve une notion de
convergence entre processus et qui est une congruence [68]. Comme dans la définition du chapitre [,
notre intuition est qu'une valeur est un processus qui peut se réduire lorsqu’il est appliqué a un nom
ou & une sélection. Cette intuition nous donne une définition des barbes pour le calcul symétrique,
qui est différente de de la définition 1.

Définition 9.1 (Barbes) Une barbe est un processus engendré par la grammaire suivante.
Vi=QAo)P | [Q,l=P]|(P|V)| wwV |defDinV

Nous dénotons P | le fait que P soit une valeur, et P |} lorsqu’il existe une valeur V telle que
PEv.

La différence avec la définition précédente est que, si V' est une barbe, alors le processus (V' | P) ne
I’est pas nécessairement. En effet, dans le calcul dissymétrique, la regle d’équivalence structurelle
pour la distribution de application sur la composition parallele est (P | Q) a = P | (Q a), alors
que dans le calcul symétrique on a: (P | Q) a= (P a) | (Q a).

69



70 CHAPITRE 9. EQUIVALENCE DANS LE CALCUL DISSYMETRIQUE

9.3 Systeme de transitions étiquetées

Dans cette section, nous définissons un systéeme de transitions étiquetées pour le calcul bleu
dissymeétrique. Ce systeme est tres proche de celui utilisé dans les chapitres précédents, la principale
différence étant que ’on doit mémoriser si les actions proviennent de la gauche ou de la droite d’un
parallele. Pour conserver cette information au cours d’une transition, on ajoute des annotations
aux actions in et out:

bi=da|» pi=7 | Aa | out’ u.(v;a) | in® u.(b; a)

Ces actions ont la méme interprétation que dans le chapitre B, & la différence que out u.(v; a)
signifie que 1’émission provient d’un processus qui est a la gauche d’au moins une composition
parallele (cf. regle (par out 1)), et que out” u.(9;a) signifie que I’émission provient du processus
«le plus & droite» (cf. régles (out) et (par out 2)).

Intuitivement, un message situé a droite de toutes les compositions paralleles peut étre étendu
par une application. Ce mécanisme correspond & la régle (app out 2) du s.t.e. défini a la section

in€y (ba ~
. ) oL inYwu.(ba
suivante. Symétriquement, on peut remarquer que dans les transitions P it (:a) | pr , le tuple b
est toujours égal a €. Ce qui correspond au fait qu’un processus situé a gauche d’une composition
paralléle, ne peut pas recevoir un nom fourni par I’environnement.

9.3.1 Définition du systeme de transitions étiquetées

Axiomes
Az)P 2% P{u/z}  (lambda) LLUEICOR (0;0) (out)
[R,l=N]2L N (lambda) [R,l=N]2k (R-k) (if k #1) (lambda)
(e Py G0, 0| Pa) (decd 1) (u<= P PGS0 (PG 0) (ded 2)

Reégles pour les actions 7, A et in

P Aa P’ ( b ) P Aa P’ ( )
ar lam a —— (& com
QIPAe QP " Paymp
i (par tau) PP (par tau) PP (app tau)
ar tau ar tau — Y ——— (& au
PIQ=PIQ " QIP=qQlFP " (Pa) > (Pa) "
P P (k) € {rAin} & u ¢ ()
m ; (new mu)
wu)P — wu)P
P Pl (k() € {rAin} & p & ()
n m - y (def mu)
defp=Rin P+ defp=RinP
Reégles pour les actions in
P in*u.(ea) P P in® u.(ea) P!
(par in 1) (par in 2)

P | Q in*u.(ea) P | Q P I Q in® w.(b;a) (Q ’6) | P!



9.3. SYSTEME DE TRANSITIONS ETIQUETEES

71

P in® u.(b;a) p!
i w.(5:3) (par in 3)
Q | P20 | P
p i u(ed), pr p i (ehid) | p
in% u.(ca) (app in 1) o (app in 2)
(P ¢) "% (P'c) (P ¢) i w®a) pr

Regles pour l’action out

p et el8) (. pry (§,decl(D)) N n(Q)
P | QM(D;(PI | Q))

0

(par out 1)

out® u.(;a) . p! D
P————= (D; P') ] ~)(U,deCl(D)) Nfn(Q) =0 (par out 2)

Q| P8, (poQ | PY)

Pt e, o ply e g (3,decl(D))
(P o) 220 . (pr o)

(app out 1)

petw @) popry oo (5,decl(D))
(P ¢) 2ute@@e) p. pry

(app out 2)

out® u.(%;a) / -~
P—————= (D;P) (v¢ua,0,n(D))
bu.(9;a
(VU)P ,M) (D’ (V’U)P/)

(new out)

P out’ u.(#;a) (D,Pl) (u;év) (
wu)P out u.((v,0);a) (D,P,)

new open)

b (5:d s
P out u.(% ) (D,P,) (p §Zu,a,v,fn(D))
b [~ ~
defp = Rin P+ % (D defp = Rin P')

(def out)

PO (p Py (p#u & pd (bdecl(D)))
defp = Rin P+ %, (), _ R D) defp = Rin P')

(def open)

Synchronisation

poutt v  p.opry g0t w6l o
Q| P wv)(def Din(P' | Q"))

(par com 1)

P out™ w.(¥;a) (DP,) 0 in*u.(ea) o
PO widef Din(P' | Q')

(par com 2)
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P out* w.(7;a) (DP,) Q in*u.(ea) Q,
PO widef Din (P’ | Q)

(par com 3)

P out* u.(v;a) (D;P/) Q inYu.(ea) Q,

4
Q| P- wo(def Din(Q' | P')) (par com 4)
pouttr @) (p. pry
(def com 1)

defp=Rin P+ defp = Rin wiv)(def Din(R a | P'))

P out® p.(;a) (D.Pl)
defp=RinP+= defp = Rinwv)(def Din (P’ | R a))

(def com 2)

La présentation du systeme de transitions étiquetées est compliquée par le fait que ['opérateur
de composition paralléle n’est pas symétrique. Les régles de transitions sont donc elles aussi dis-
symétriques. On peut remarquer plusieurs différences avec le systeme défini dans le chapitre §.

— il n’y a pas de symétrique & la régle (par lambda), c’est-a-dire que P +2% P’ n’implique
pas que (P | @) puisse faire une action lambda. Cette régle est cohérente avec la regle de
distribution de I'application sur la composition parallele;

— il y a deux régles de transitions pour (u <= P). La régle (decl 1) correspond & une commu-
nication avec un message situé a droite de toutes les compositions paralleles (cf. regle (par
com 1)).

(ueP)|Q 259 gl ]P) (9.1)
((ueP)|Q) |u —— (©](@Q|(O]|P) =(@Q]P)

la régle (decl 2) correspond & une communication avec un message situé & gauche d’au moins
une composition paralléle, ce qui correspond aux reégles (par com 2), (par com 3) et (par
com 4).

(u] (u=P)) = (0] (P]|0) = (P]0)
(ue=P) | (w|@Q) = (P10)](0]Q) = (P|Q)

— dans la regle (par in 2), on commute la position des deux processus P et Q. Ceci permet de
positionner le résultat de la réception a droite de la composition parallele, comme dans la
transition (P-]) ci-dessus. On peut remarquer que, en utilisant cette regle, on a que (({u <
PY|Q)a|u+=(Qa]| P),alors que le processus ({(u < P) a | u) ne se réduit pas. Dans
la régle (par in 3), on n’applique pas le processus @) au nom de B, car @ se trouve & gauche
d’une composition parallele;

A partir de ce systeme de transitions étiquetées, on peut utiliser les définitions des chapitres E
et B pour définir la relation de bisimulation étiquetée ~ , et les relations de bisimulation mo-
dulo contextes, équivalence structurelle et réplication. On peut aussi définir des relations entre
transitions étiquetées et réductions, comme nous l'avons fait pour le calcul symétrique dans la
section B.Il, en particulier, on montre que les relations concernant les actions 7 et A sont celles
données dans le lemme B-3. Nous prouvons que les relations pour les actions in et out sont similaires
a celles données dans le lemme B73.

Lemme 9.1 (Relation entre actions et transitions étiquetées)

(i) si P27 b iors (PB) | (ud) — P';
(ii) si P in u.(cid) P, alors (ua) | P — P’;
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(#i1) si P (out” u.(@ia), (D; P, alors il existe un processus R tel que:
P=wi)(def Din(R | ua)) et wv)(def Din(R | 0))~4 wi)(def DinP’)

out* w.(7;a)

(iv) si P (D; P'), alors il existe un processus R tel que:

P=wi)(def Din (ua | R)) et (wi)(def DinR) ~g4 wo)(def Din P’)

Preuve On prouve chaque propriété séparément. La propriété (i) est prouvée par induction sur
in® u.(b;a)
_

Pinférence de la transition P P’. Soit a (respectivement b) le tuple (a1, ...,a,) (resp.

in® u.(b;a
(b1,.-.,bm)). On fait une analyse par cas sur la derniere régle de la transition P " w(:8), pr
— cas (decl 1): on a P = (u <= Q) n” u (@), (0 | Qa) = P, et, en utilisant la regle (red
decl 1), on obtient que P | (ua) — P’;
— cas (new mu) and (def mu): dans le premier cas on a P = wv)Q, et P’ = wun)Q', et

Q - @'. La condition annexe de la regle implique que v n’est pas dans I’ensemble w,a.b.
Par conséquent

(wnQ) b) | (ua) = wv)(Qb | (ua))

le résultat découle de I’hypothese d’induction et de la régle (red context). La preuve est
similaire dans le cas (def mu);

— cas (par in 2): on a LGOS implique (P | Q)M ((Qb) | PYet (P|Q)b|
(ua) = (Qb) | (P | (ua)). Le résultat est impliqué par ’hypothese d’induction et la regle
(red context);
— cas (par in 3): on a pin”wtd) | pr implique (Q | P)M(Q | P'Yet (Q| P)b| (ua) =
Q | (Pb | ua). Le résultat est impliqué par ’hypothese d’induction et la régle (red context);
— cas (app in 2): dans ce cas on utilise le fait que, avec nos notations, ((P c) B) est égal a
(P(eb)).
La preuve de la propriété (ii) est similaire, on étudie uniquement le cas des régles (par in 1) et
(app in 1).
— cas (parin 1):ona printed) o implique (P | Q)M(P’ |Q)et (ua)| (P|Q)=
((ua | P) | Q). Le résultat est impliqué par ’hypotheése d’induction et la régle (red context);
— cas (app in 1): dans ce cas on utilise la regle (red struct) et le fait que, avec nos notations,
(ua | (P c)) = (ua | P) ¢
La preuve des propriétés (iii) et (iv) est similaire & celle donnée dans le lemme B-3. O

En utilisant les mémes schémas de preuve que dans les chapitres précédents, nous conjecturons
qu’il est possible de prouver, pour la version dissymétrique du calcul bleu, des résultats similaires
a ceux des théoremes B, et B71. Aussi, dans la suite de cette theése, nous utiliserons ces
théoremes indifféremment pour le calcul bleu symétrique et dissymétrique.

Dans le chapitre suivant, nous étudions la relation d’expansion et la technique de preuve up-to
associée.
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cuapiTrRE 10

Preuves modulo expansion

UNE TECHNIQUE GENERALEMENT UTILISEE POUR DEMONTRER des résultats de bisimulation,
est de fournir une relation et de vérifier, pour chaque couple de processus, que leurs dérivées
sont encore en relation. Comme nous 'avons déja montré dans le chapitre B, les techniques de
preuve up-to permettent de réduire la taille des relations misent en jeu. Elles sont donc d’une aide
précieuse pour simplifier les preuves complexes. Dans ce chapitre nous définissons la technique
de preuve modulo expansion [IT3, I19] et nous montrons comment celle-ci peut-étre utilisée pour
prouver de nouvelles lois. La définition de I’expansion ne dépend pas de la variante du calcul bleu
utilisée (symétrique ou dissymétrique), nous n’avons donc pas besoin de préciser la variante que
nous considérons dans les résultats donnés ici.
La relation d’expansion, noté <., est une version asymétrique de =, . Intuitivement, la re-
lation P <4 @ signifie que P est équivalent & @, mais aussi que @ doit faire plus de transitions
internes pour pouvoir simuler P, ou encore que @ est moins efficace que P [d].

Définition 10.1 (Expansion) La relation D est une expansion si pour tout couple (P,Q) € D,
on a:

(i) si P+ P’ et k(p) # out, alors il existe un processus Q' tel que: Q¥ Q' et P' D Q';

(ii) si Q " Q' et k(u) & out, alors il existe un processus P’ tel que: P+~ P’ et P'DQ’;

(') si P M (D; P’), alors il existe un processus @’ et un environnement D’ tels que:
0 out u.(#; &) (D/; Q/), et: P'DQ,
et (def Dinb) D (def D’ in¢);

(i) s1 Q out u.(T:b) | (D; @), alors il existe un processus P’ et un environnement D’ tels que:
p o9, (pr Py, et: P'D Q)
et (def Dinb) D (def D’ in¢);

(#i1) pour toute substitution o, substitution des valeurs pour les variables, on a Po D Qo.

La relation d’expansion <, est telle que P <S4 @ 8’1l existe une expansion D telle que P D Q. On
note >4 la relation inverse de I’expansion, que nous appelons contraction.

11 faut noter que la relation <; n’est pas symétrique. Un exemple particulier d’expansion sont les
def-bisimulations. Ainsi, on prouve le résultat suivant.

Proposition 10.1 Si P ~4Q, alors P <4Q. St P <4 Q, alors P~4 Q.

(0]
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Ce qui implique aussi que I'équivalence structurelle est incluse dans la relation d’expansion. On
conjecture que les résultats prouvés pour I'expansion dans le m-calcul [13] sont aussi vrais pour le
calcul bleu. Ainsi, nous supposons qu’'une expansion «modulo expansion» est aussi une expansion.

Définition 10.2 (Expansion modulo <;z) La relation D est une expansion modulo <4, si
pour tout couple (P,Q) € D on a:
(i) si P+ P’ et k(p) # out, alors il existe un processus Q' tel que: Q= Q' et P ~3 D <4 Q';
(i7) si Q- Q' et k(p) & out, alors il existe un processus P’ tel que: P plet P! <Sa D SqaQ';
Et la relation similaire dans le cas ou y = out u.(7; ¢).

Conjecture 10.2 Si D est une expansion modulo <S4, alors D est une expansion: D C <4

La relation d’expansion permet de lier des processus obtenus par «réduction déterministes,
c’est-a-dire par des T-transitions qui vérifient la propriété de Church-Rosser. La béta-réduction et
la sélection sont des exemples de ce type de transitons.

Lemme 10.3 Pour tout processus P, on a: P{u/x} Sq ((Ax)P)u. Les lois équivalentes pour la
sélection sont également vraies:

{ P Szd [Q ) l
(Q@k) <a [Q,1=
De méme pour la communication avec une définition. Soit E un contexte qui ne capture ni le nom
p, ni les noms libres de R, alors:

defp = RinE[R] <; defp = RinE[p)|

La preuve de ces relations est faite en exhibant une relation qui est une expansion. Pour la
premiére propriété par exemple, on montre que la relation {(P{u/z},((Az)P)u)} est une expansion.
Nous omettons de donner les autres relations. Un autre exemple de réduction déterministe est la
communication impliquant un «émetteur unique» et une déclaration.

Lemme 10.4 Pour tout processus P on a: PS4 wu)({u < P) | u).

Cette propriété peut s’interpréter comme une loi pour 'opérateur de définition setz = P in Q,
défini dans la définition B-8. En effet ce lemme permet de prouver que:

(Pa) Sq (setz = P in (return(a)))

Nous conjecturons que la technique de preuves modulo expansion est correcte, c’est-a-dire
’ 4 :
qu’on a le résultat suivant.

Définition 10.3 (Simulation ground modulo expansion) La relation D est une simulation
ground modulo expansion, si pour tout couple (P,Q) € D on a:
(i) si P+ P’ et k(u) # out, alors il existe un processus @’ tel que: QE>Q’ et P’ >4 D <4Q';
(#i) si P (ot u-(®:d) (D; P'), alors il existe un processus @’ et un environnement D’ tels que:
QD (D)), et (def Dina) D (def D' inb), et P/ >4 D <4 Q.

Conjecture 10.5 (Preuve modulo expansion) Si D et D~! sont des simulations ground
modulo expansion, et si D est close par substitutions des variables par des noms, alors D est
une bisimulation faible: D C =g .

On remarque que, en utilisant ce dernier résultat et le lemme [[0.3, on peut fournir une autre
preuve pour les résultats donnés dans le théoreme .3 et la proposition E4.



Discussion

A la connaissance de I'auteur, il existe peu de preuve directe de lois non triviales pour la
congruence a barbes. Dans son article sur I'interprétation du A-calcul dans = [98], R. MILNER
donne une raison intuitive a cet état de fait: «la relation de réduction nous informe uniquement
sur le comportement interne d’un processus P; elle décrit comment les composants de P peuvent
interagir entre eux, mais pas comment P peut interagir avec son environnement.»

Dans cette partie, la solution que nous avons utilisée pour simplifier les preuves d’équivalence,
a été (i) de définir un systeéme de transitions étiquetées et la bisimulation associée; (ii) de prouver
que cette bisimulation était incluse dans la congruence & barbes; et (iii) de prouver, avec cette
bisimulation, les propriétés qui nous intéressait. Nous avons ainsi prouvé une version étendue du
théoreme de réplication. La méthode employée pour prouver ce résultat est elle aussi intéressante.
En effet 'utilisation d’une bisimulation «spécialisée» pour les définitions a simplifiée nos preuves.
Un autre ingrédient important a été 1'utilisation de la méthode de preuve «up-to» pour prouver que
~g4 est une congruence. Ce qui a fourni une méthode plus simple que d’exhiber une bisimulation
différente pour chaque constructeur du calcul bleu.

On peut décrire I’approche consistant a utiliser une bisimulation étiquetée comme étant une
approche classique. Ce qui est moins usuel, est la définition d’une bisimulation telle que les
«transitions 7» ne correspondent pas directement avec les réductions (cf. lemme B4). En effet
I'approche traditionnelle est de modifier — et de compliquer — la définition de la bisimulation,
plutot que le systeme de transitions. Un exemple de cette approche plus traditionnelle est donné
par la bisimulation asynchrone de [6].

Pour conclure, je présente quelques applications possible des résultats de cette partie. Les lois
de réplication pour le m-calcul ont été utilisées pour prouver la validité des interprétations du
A-calcul [IZ1] et des langages & objets [39]. Dans la section B.2, nous avons utilisé ces mémes lois
pour prouver notre interprétation du A-calcul dans le calcul bleu était correcte.

Un résultat similaire est prouvé dans la partie [V], dans laquelle le calcul source considéré est
un calcul d’objets fonctionnel [B]. Dans cette partie, nous définissons un ensemble de construc-
teurs dérivés pour modéliser les objets. En particulier, nous définissons un processus noté
(objeis[l; = (/\xi)PZ-iEI]in P), qui représente un objet de nom e, tel que linvocation de la
méthode [; déclenche I'exécution de la méthode P;, ou le parametre x; est lié a e:

objeis[l; = Az P, |in Ele<ql;] = objeis[l; = Az)P'' |in E[P;{¢/z;}]
Les lois de réplication permettent de prouver certaines lois sur les objets, comme par exemple,

7
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avec certaines hypotheses sur les occurrences de e dans P et Q:
objeis[l; = Az P! |in (clone(e)) =, objeis[l; = Az;)P; ]in e

objeis[l; = Az P, |in (P | Q) =, (objeis[l; = Az)P;'S |in P)|
(objeis[l; = Azy) P |in Q)

Une autre application du théoreme de réplication, qui n’est pas présenté dans cette these, est
dans la définition d’une version distribué du calcul bleu [87]. Ce calcul étend #w* par I'ajout de
localités [s :: P], et d’'un opérateur de migration explicite: go s.Q), dans la syntaxe. Le terme
[s :: P] représente le processus P, situé dans le site s, tandis que go s.Q) est utilisé pour lancer
I'exécution du processus @ sur le site s. Dans ce calcul, nous considérons une regle d’équivalence
particuliere (*):

(%) defp=Rin(P | Q) =(defp=RinP) | (defp= RinQ)

pour distribuer les définitions sur la composition parallele. Ce choix permet de simplifier la
définition de la relation de réduction. En effet on peut utiliser cette régle pour dériver la réduction
suivante.

( [s1 :: def p= Rin(go s2.p | P)]| ) _ ( [s1 :: (def p = Rin P)]| )
[s2 3 Q)] - go so.(def p = Rinp) | [s2 :: Q]
_ ( [s1 :: def p = Rin P] | )
[s2:: (defp = Rinp) | Q]

Ainsi, la régle (x) permet de considérer les définitions comme des «briques de bases» des applica-
tions distribuées, que 'on peut copier sans danger au cours d’une communication distante. Une
autre interprétation est que, si on met de coté le probleme du cotiit des transmissions, une com-
munication RPC est équivalente a envoyer le code de la fonction appelé sur le site du client. C’est
cette intuition que l'on trouve au coeur du paradigme de «I’évaluation distante» [IZ24].
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cHAaPITRE 11

Systeme de types simples

Imaginez que, tout les jeudi, vos chaussures explosent si vous les
lacez de la maniére habituelle. Cela nous arrive tout les jours avec les
ordinateurs, et personnes ne pense a se plaindre.

— Jeff Raskin, interviewé par le magazine Doctor Dobb’s

LA GRANDE MAJORITE DES LANGAGES DE PROGRAMMATION de haut niveau possédent un

mécanisme de typage. L’utilité du typage est de fournir un outil simple de vérification statique
de la cohérence des programmes, ou statique signifie que la vérification est faite a la compilation,
et donc avant le lancement du programme. Ainsi, pour tout programme correctement typé, on
peut certifier certaines propriétés de son exécution.

La propriété qui nous intéresse ici est I’absence d’erreurs d’exécution, comme par exemple
I'addition entre un entier et une chalne de caracteres, ou l'appel d’'une méthode inconnue
d’un objet. Un systéme de types qui assure cette propriété est dit correct, et un langage de
programmation possédant un systeme de types avec cette propriété est dit fortement typé. C’est
le cas des langages fonctionnels dans la lignée de ML par exemple, et c¢’est d’ailleurs un de leurs
points forts.

Dans cette these, nous cherchons a développer un parallele entre les langages fonctionnel et le
calcul bleu, il est donc naturel de s’intéresser aux types que nous pouvons donner aux processus.
Ainsi, dans les chapitres suivants, nous définissons quatre systeémes de types pour le calcul bleu.
Ces systemes sont obtenus par extension successives d’un systeme de types simples, noté B, qui est
introduit a la section [[I.3. Le systéme B est comparable au systéeme de types simples du A-calcul
défini par Curry. Les systemes de types que nous étudions sont respectivement:

— un systéme avec sous-typage, B¢, défini dans le chapitre [2;

— un systeme avec polymorphisme paramétrique, By, comparable au systeme de types de

Hindley-Milner pour ML, qui est introduit au chapitre [[3;
— un systeme avec polymorphisme contraint, BF¢, défini dans le chapitre [[4.
Chacun de ces systemes de types partage la propriété de conservation du typage, appelée aussi
subject reduction en anglais, qui énonce que le type d’un terme est conservé apres une réduction.
Un énoncé formel de cette propriété est donné dans la proposition [[Z.4, au chapitre suivant.
Dans la section [[Z:4 nous montrons qu’une erreur d’exécution correspond a un terme qui n’est
pas typable dans le systéme BF¢, qui est le complexe des systemes étudiés ici. La propriété de
conservation du typage implique donc la correction des systémes de types présentés ici. Comme
la preuve de conservation du typage a grossierement la méme structure pour chacun des systeémes
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étudiés, nous avons choisi de ne fournir qu’une seule preuve, celle pour le systéme BF¢. Cette
preuve est donnée au chapitre [J. Le lecteur peut aussi trouver une preuve de la propriété de
conservation du typage pour le systéme B dans [22], et pour le systéme By dans [36, théoreme 4.1].
Cependant, il faut noter que dans les deux cas, le calcul étudié ne possede pas d’enregistrements.

Dans cette these, c’est aussi I’étude des objets qui a motivé la définition du systéme BF.
La partie [V] est entierement consacrée a ce probleme. Ainsi, 'auteur partage le point de vue
de J. EIFRIG [d4] quand il écrit: «nous pensons que les caractéristiques de base nécessaires a la
modélisation de la programmation orientée objets avec inférence de type comportent une notion
de sous-typage [Z8], et une notion de polymorphisme récursivement contraint», c’est-d-dire une
généralisation du polymorphisme, telle que donné dans le chapitre [[4. Il faut toutefois noter
l’approche originale choisie par D. REMY pour le typage du langage OCaAML [83, 10|, qui
démontre qu’on peut ajouter une couche objets a un langage de programmation fortement typé,
basé sur le polymorphisme & la ML.

11.1 Conventions

Dans notre présentation, un systeme de types est défini par un ensemble de regles de la forme:

prémisse; ... prémisse,

- (nom de la regle)
résultat

C’est, par exemple, la présentation utilisée par R. MILNER [93] pour définir le systéme de types du
langage ML. A la différence de certaines autres présentations de regles d’inférence, nous choisissons
d’écrire les conditions auxiliaires des regles de typage avec les prémisses. Les jugements du systeme
de types sont notés I' = P : 7, ou I" est un environnement qui contient des associations entre noms
et types, ainsi qu’entre variables de types et sortes. Dans le séquent I' = P : 7, la lettre P désigne
un terme du calcul bleu, et 7 est un type. On adopte une présentation du systéme «a la Curry»,
c’est-a-dire qu’il n’y a aucune annotation ni indication de types dans la syntaxe des termes. On
considere aussi d’autres jugements: le séquent I' F * pour signifier que I’environnement I" est bien
formé; le séquent I' - 7 :: Kk, pour signifier que le type 7 a la sorte kK. On suppose que les notions
de variables libres et de substitution sont étendues aux environnements et aux types.

11.2 Systeme de types simples

On présente dans cette section, un systeme de types simples pour le calcul bleu, que 'on
dénote B. Ce systeéme est essentiellement celui donné dans [22], augmenté pour tenir compte des
records.

On admet 'existence d’'un ensemble dénombrables 7, de variables de types. Les éléments de
T sont désignés par les symboles «a,3,7,... La syntaxe des expressions de types est donnée dans
la définition suivante. Notez que ’on ne définit pas de types de base, comme int,bool,... par
exemple. Cependant, il existe une constante o, qui représente le «type des processus».

Définition 11.1 (Expressions de type) Les types sont générés par la grammaire suivante.
Comme pour la syntaxe des termes, on prend comme convention d’écrire [y : 71, ... 0, : 7, | plutot
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que [[[],01:7a],...ln : Tn], lorsque les champs (1;);c[1..,) sont distincts.
7,9,0 ,B y variables de type
type des processus
7—1) type fonctionnel
e T) type récursif
] type enregistrement vide
0,l:7] extension/modification

Dans la suite, nous considérons que tous les types sont correctement formés, c’est-a-dire qu’ils
sont conformes a un systeme de sortes. Cette notion est formellement définie par le jugement
T'F 7 :: k, dont les regles sont données dans la figure [T-1. On considere ici deux sortes de bases:
R, la sorte des enregistrements; et T, la sorte des types. On utilise aussi le terme de rangée pour
désigner les types enregistrements.

Définition 11.2 (Sortes) k,x :==R|T

Dans notre systéme, la rangée vide [ | a la sorte R, tandis que o a la sorte T. Intuitivement, le
systéme de sortes est utilisé pour imposer la contrainte que, dans une extension [¢,! : 7], le type
o correspond & une rangée. Ainsi, des types tel que [ (7 — 9), 0] sont rejetés.

Remarque L’utilisation des sortes dans les systemes de types définis dans les trois premiers
chapitres de cette partie peut sembler inutilement compliquée. En effet le méme résultat peut
étre obtenu en considérant une catégorie syntaxique distincte pour les rangées. Cependant nous
aurons besoin des sortes pour définir le systéme du chapitre [4. En introduisant cette notion des
maintenant, nous pouvons conserver une présentation uniforme des systemes de types introduit
dans ce manuscrit. |

Afin d’éviter la définition de types «mal formés», nous avons imposé une discipline sur la
création des types. De la méme maniere, nous considérons une discipline particuliere sur la création
des environnements de typage.

Définition 11.3 (Environnements de typage) Un environnement est une expression en-
gendrée par la grammaire suivante.

TA:=0|Tz:7|T,a:k

Dans ce chapitre, on ne considérera que des variables de sorte T. On note I'|, 'environnement
obtenu & partir de T, en effacant toute association sur le nom u, et on note dom(I") le domaine
de T, c’est-a-dire I'ensemble de variables récursivement définit par les relations: dom(()) = 0, et
dom(T,z : 7) = dom(I") U {z}, et dom(T",a :: k) = dom(T").

Ainsi le jugement I' b %, défini dans la figure [[1.1], signifie que I" associe de maniére unique un
type a chaque nom.

Les regles du systeme B sont données dans la figure [T.4. Dans ce systéme, on suppose que
les types sont donnés modulo a-conversion, autrement on ne pourrait pas typer des termes tel
que (Ax)(Ax)P par exemple. On suppose également que les types récursifs sont définis «modulo
p-conversion», c’est-a-dire qu’on suppose l'existence d’une relation d’égalité entre les types, noté
~, telle que pa.t ~ T7{pa.7/q}. Cette relation est formalisée dans le systéme avec sous-typage,



84

CHAPITRE 11. SYSTEME DE TYPES SIMPLES

'k« Tr7:2T z¢dom(D) 'kx a¢fl)

Ok« a7k % Ta:: kb *

k7 =R R I'F* '+ (ank)el

k7T F'H[] =R F'ko:T F'Fa:k
lNa:TkH7r:aT I't7:aT THEY:T I'FpaR ThF7:aT
I'kpar =T Fk(r—9) =T F'Flo,l:7] =R

Fig. 11.1: Environnement bien formés, et systéme de sortes pour les types simples

| R (u:7')6I‘(t ) Fax:7HP:9 « be)
€ ax € abs
TFu:r P TFAP:7-0 ¥
F-P:7-9 Fl—u:T(t )F}—P:[li:nid] jel(t )
e a € Se.
TF (Pu): 0 Ype spp T (P4 P
I'HP:p TFQ:7 ' %
(type over) ————— (type void)
TF(P.1=Q] [0, 7] TFT:(]
I‘,u:TI—P:ﬁ(t ) 'FP:o FI—Q:T(t )
—— € new € par
TFwwP:0 TFP|Q):r P
r-P:7 (u:7)el (type decl) rP:7 (u:7)€el (type mdecl)
I'F(u<=P):o 'F{u=P):o

Fig. 11.2: Systeme de types simples: B
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avec les régles (sub rec fold) et (sub rec unfold) de la figure [2.1. On note I' - P : 7 [B] les séquents
inférés en utilisant les regles du systeme B. Une regle de typage est dite admissible dans B, si
toute preuve utilisant cette regle peut étre transformée en preuve qui ne l'utilise pas. La regle
d’affaiblissement, par exemple, est admissible dans B.

Lemme 11.1 (Affaiblissement) Si on a un jugement I' = P : 7 [B], alors on peut affaiblir les
hypothéses utilisées pour typer P. C’est-a-dire que la régle (type weak), ci-dessous, est admissible.
r-P:7 TI'F=x

IEP:7

(type weak)

Preuve Par induction sur la structure de I' = P : 7. O

Cette regle sera explicitement insérée dans les systemes de type introduit plus loin.

On remarque que le systeme B est dirigé par la syntaze. C’est-a-dire qu’on peut faire
correspondre chaque regle de typage a une unique construction de 7v*. On remarque aussi que
les regles de typage pour les agents, c’est-a-dire pour la partie fonctionnelle de ©*, sont celles
du systeme de types simples du A-calcul. Les régles de typage pour les processus sont moins usuels.

La regle pour la composition paralléle s’interpréte ainsi: dans un processus (P | @), il y a un
«thread» d’exécution principal, (), qui peut-étre une fonction. En particulier ) peut avoir un type
fonctionnel (7 — ). Le terme P représente alors I'environnement de ), c’est-a-~dire une soupe de
processus de type o qui peuvent se réduire en déclarations ou en messages.

Les régles concernant les déclarations: (type decl) et (type mdecl), méritent plus de commen-
taires. Un séquent I'yu : 7,IV = P : 9, signifie que si le nom u est utilisé dans P, alors il Iest
avec le type 7. Par conséquent, si u apparait en sujet d’une déclaration (u <= @) dans le terme
((u <= Q) | P), on doit pouvoir typer @ avec le type 7. C’est en gros le méme raisonnement que
pour le typage de I'opérateur let de ML— mis & part le polymorphisme —, c’est-a-dire qu’on doit
typer une ressource avec le type du nom qui permet d’y accéder. De plus, la ressource doit étre
«silencieuse», dans le sens ot elle doit pouvoir étre composée avec n’importe quel terme (P dans
notre cas) sans que son type interfere avec le type du résultat. L’intuition, ici, est que la présence
d’une ressource doit étre invisible tant qu’elle n’est pas activée. On donne alors le type processus o
aux déclarations. Il faut noter que ce choix implique que, dans un terme bien typé, une déclaration
n’est jamais appliquée & un nom. Le jugement suivant, qui illustre notre discussion, est valide dans
le systeme B.

F"P:T (u:T)el :
'F{(u<=P):o r-qQ:v
'-({u<=P)|Q):9

(11.1)

et de méme pour ({(v = Q) | P). On peut donc fournir une regle de typage admissible, (type rec),
pour lopérateur de récursion rec u.P. En utilisant les régles (type mdecl) et (type new), il est
aussi possible de montrer que le processus 0, c’est-a-dire (vu){u = u), a le type des processus.

lFu:7HP:7 Tw:tHFP:7 Tw:7FQ:0o
(type rec)

= — - (type def)
I'kFrecu.P:71 'Fdefu=PinQ: o

t il
'wuwl{u=mu):o0 (type »i)

Ces dernieres regles ne sont pas dénuées d’intérét. En effet, on a vu dans la premiere partie (cf.
section B.J), qu’il est possible de remplacer 'opérateur de déclaration répliquée (u = P), par
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l'opérateur de récursion ou de définition, ceci sans modifier ’expressivité du calcul bleu. Nous
rappelons ici le codage:

(u=P) ~ defe={u<=(z | P))inz ~ recz.{u<= (z | P))

Les reégles de typage (type rec) et (type def) impliquent quand & elles, que ce remplacement ne
modifie rien au niveau du typage. En effet on peut typer ces trois processus de la méme maniere.
1l suffit de choisir = de type o. On peut donc conclure qu’il n’y a pas, pour le moment, de choix
nécessaire a faire entre ces trois constructeurs. Cependant, nous verrons dans le chapitre [3, que
I'opérateur de définition est plus avantageux.

11.3 Relation avec le systeme de sortes du pi-calcul

Nous considérons dans cette section le systeme de sortes définit par R. MILNER dans [07], que
nous dénotons M. Il s’agit d’un systeme simple, sans récursion, étudié par exemple par S. GAY,
V. VASCONCELOS et K. HONDA [BR, [33, 69, [34], ainsi que dans la these de D. TURNER [[30].
La présentation choisie pour ce systeme a été modifiée pour s’accommoder des notations déja
introduites. Les sortes: d1, d2, ... & ne pas confondre avec leur homonymes de la section précédente,
sont engendrées par la grammaire suivante.

Définition 11.4 (Sortes du m-calcul)

6 == « variable de type
| 1[61,...,0n] sorte des canaux
Lasorte [ [d1, . . .,0,], est associée aux canaux qui transportent des n-uplets de noms (v1, . .., v, ),

de sortes respectives 61, ...,0,. Le systéme M est défini dans la figure [T.3.

(w:I[0) e A Viel.n],(v;:6;) €A

AFa(v):o
Aj:6FP:o  (u:llf])eA AjG:6FP:o  (u:l[d]) eA
At u(d).P:o A Flu(9).P:o
AFP:0o AFQ:o Au:6FP:o
AF(P|Q):o0 A @wuwP:o

Fig. 11.3: Systeme de sortes simples pour 7 : M

Dans un jugement A F P : o [M], 'environnement A est une fonction partielle des noms vers
les sortes et P est un processus de 7. On définit une interprétation des sortes dans les types de B
de la maniere suivante.

Définition 11.5 (Codage des sortes de )

[
[0
[1161,---,0n]

(0%
(0]

([0:] = - ([6n] = 0) -

I
I
I
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On montre alors qu’on peut associer un jugement de B a chaque jugement de M. Dans la
propriété suivante, l'interprétation d’un environnement [A], est définie de maniere évidente.

Théoréme 11.2 Si A+ P:o [M], alors [A] F [P] : o [B].

Preuve Une simple induction sur la structure du séquent A - P : o. Il faut noter que le choix du
paralléle dissymétrique n’intervient a aucun moment dans la preuve. O

Par exemple, on associe & la sorte: J[J[], [[]], qui est la sorte des «canaux booléens» dans , le
type (0 — 0 —0), qui est le type de T et F, cf. section B.3.

On remarque que le type donné aux processus est toujours o. Ce qui implique que les infor-
mations données par le typage, sont toutes entieres contenues dans ’environnement. Ce fait est
déja connu, en effet on aurait pu se contenter de noter le séquent précédent: A - P, comme le fait
D. TURNER dans sa thése par exemple. Ceci nous montre que, en utilisant notre codage de 7 dans
7*, on peut typer les m-termes de manieére plus générale que dans le systeme M. Par exemple, on
peut définir un agent récursif dans le m-calcul, rec r.(Ax)P, par le processus wr)(Ir(x).P | 7()).
Ce processus n’est pas bien «typé dans M»: ’émission sur le nom r est vide alors que la réception
attend un argument, alors que dans 7*, il a le type de I'agent (Ax)P. D’autres exemples de ce
phénomene sont donnés dans [22].

11.4 Remarque sur le typage des processus

Avant de nous intéresser aux extensions possibles du systéme de types présenté dans ce
chapitre, nous pouvons ajouter quelques remarques d’ordre général.

L’étude des systemes de types pour les calculs de processus, particulierement les cal-
culs dérivé de m, a suscité beaucoup d’attention ces derniéres années. Ainsi, on a cherché a
développer des systeme de types permettant de vérifier d’autres propriétés que la correction,
comme par exemple 'absence de deadlocks [T76, 21, 'existence d’un receveur unique [§], ou
«uniformément disponible» [[20] ... On peut également penser & des systémes permettant la
détection de «trous de sécurité», dans le style de [I3R, G]. Ces problemes ne font pas partie des
axes de recherche exposés ici, et nous n’aborderons pas plus avant ces questions dans ce manuscrit.

Une autre généralisation possible est d’annoter le type des noms par une information sur la
directionalité des communications. On parle aussi de polarité. C’est ce qui est fait pour le w-calcul
dans [I07]. On exprime ainsi qu'un canal peut étre utilisé pour émettre: il a la sorte 7 [d] dans
7 ; pour recevoir: il a la sorte | [0]; ou bien pour faire les deux: il a alors la sorte ] [§]. On peut
ainsi exprimer qu’un canal de communication, regoit des canaux sur lequel il ne peut qu’émettre:
il suffit de lui donner la sorte | [1 [ ]]. Cette approche peut étre adaptée au calcul bleu: on dira
qu’une référence possede la capacité de réception, si elle a le type | (7 — ¢). Cependant ceci ne
permet pas de raffiner notre systeme, car ’hypothese de localité impose une contrainte tres forte
sur les types. C’est-a-dire que tout les noms liés par une A-abstraction doivent avoir le type T (7—4).

On peut noter une autre utilisation des systemes de types, plus spécifique aux calculs de
processus. Le m-calcul a souvent joué le role de calcul cible, pour donner I'interprétation de langages
de programmation, ou des interprétations d’autres calculs. C’est ce que nous avons fait dans la
section B.3, et c’est ce que nous ferons dans la partie [V]. Lorsqu’on cherche & prouver des propriétés
sur ces codages, comme par exemple la propriété de «full abstraction», on tombe rapidement sur
des problemes. En effet le m-calcul est tres expressif, il est donc possible de coder des contextes
modélisant des comportements qui ne sont pas toujours exprimable dans le calcul source. Ce
probléme apparait, par exemple, dans le codage du A-calcul dans le m-calcul. Si on ajoute un
systeme de types au m-calcul, et si on demande a l’environnement de respecter le typage des
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processus[], on peut alors démontrer des propriétés qui sont fausses dans un modele non typé.
Intuitivement, le systeme de types va permettre d’établir un contrat entre un processus et son
environnement. Ce contrat empéche alors un processus de mal se comporter.

Dans cette these, nous n’utiliserons pas notre systeme de types a cette fin. Cependant, on
pourrait interpréter notre restriction sur la localité des déclarations, comme une contrainte de
typage, et pas comme une contrainte syntaxique. Pour interdire I’abstraction des références, il
suffit par exemple d’utiliser des indications sur la polarité des communications, comme dans [T07].
C’est d’ailleurs ce que fait D. SANGIORGI dans [ITR]. Le choix d’étudier la version locale de 7*,
nous permet donc de simplifier la présentation de nos résultats.

1. Plus précisément ’environnement doit respecter le type des références.



CHAPITRE 12

Sous-typage

AUCUN SYSTEME DE TYPES N’EST ASSEZ FIN pour typer I’ensemble des programmes s’exécutant
sans erreurs, et seulement ceux-ci. Ainsi, il existe des termes corrects qui ne sont pas ty-
pables. On peut donner un exemple assez simple de ce phénomeéne dans notre systeme.

Supposons que l'on dispose de la ressource (sel; = (Ax)(z -1)), qui est la fonction permettant
de sélectionner le champ | d’un enregistrement. Le type de la référence sel; est donc de la forme
([o,1:0] — 0), ot p est n'importe quel type de sorte R. Supposons aussi disposer de deux
ressources (r; = [m=0,l=0]) et (rp = [k =0,l =0]), en paralléle avec les autres termes. Il
est facile de montrer que le terme P =go¢ (sel;r; | sel;re) n’est pas typable dans notre systeme.
L’argument est qu'il faut répondre aux deux contraintes o = [m: ol : 0] et o = [k:0,l: 0], qui
correspondent aux types de r1 et ro. Cependant P et ses dérivés ne comportent aucune erreur.

L’introduction du sous-typage, que l'on trouve formalisé dans les travaux de J. MITCHELL [99]
par exemple, permet d’augmenter le nombre des termes corrects que 'on sait typer. L’idée est
de considérer qu’un enregistrement peut étre utilisé 1a ou un enregistrement contenant moins de
champs peut I’étre: «qui peut le plus, peut le moins». On se donne une relation d’ordre entre les
types: I' F 7 < ¢, pour dire que 7 peut se substituer a ¢. On dit que 7 est un sous-type de . Par
la suite, nous pourrons omettre de noter I’environnement, et écrire simplement 7 < 9. On ajoute
alors une regle supplémentaire, (type sub), au systéme B.

Définition 12.1 (Sous-typage) Soit < la relation définie dans la figure [2.]]. Si un processus P
a le type 7 et si 7 est un sous-type de ¢, alors P a le type ¢

'-P:7 TFTLY
'EP:9¥

(type sub)

Dans notre exemple, on peut alors typer les références r; et ro avec le type moins précis
[l:0], et typer P avec le type o. On note B¢ le systeme B augmenté de la regle de sous-typage.

La relation de sous-typage est donnée dans la figure [Z2-1], on omet cependant de donner la
regle qui implique que < est une relation réflexive. La partie concernant les types fonctionnel est
usuelle. En particulier 7 — ¢ est contravariant selon le premier parametre et covariant selon le
second.

89
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: : < <
Frled:r)=R (sub void) Trnsn Thnsm (sub trans)
[Qal:T]g[] F|_T1<T3
l'axTkF7raeT T,aTHEY 2T a<B=>TF7r<Ld
I'Fpar < pbd
I'cpor 2 T I'Fpar T
(sub rec fold)
I r{pt/o} < po.t 'k par < 7{pHot/q}

FH[lo,k:9],l:7] =R k#1

(sub rec)

(sub rec unfold)

(sub swap)
[[o,k:9],l:7] < [[o,l:7T],k:¥]
F'd1 <1 'k <ds I'Fo< o 'Frg
(sub arrow) (sub over)
T'kr o1 <Y =Y THlo,l:7]< [0 ,1:7]

Fig. 12.1: Sous-typage

Définition 12.2 (Covariance, contravariance et invariance) Soit ~ la relation d’équivalence
telle que 7 ~ 99, si et seulement si 7 < ¥ et ¥ < 7. On dit qu’un opérateur de type typop(.), est
covariant si typop(7) < typop(?) dés que 7 < . On dit qu’il est contravariant si la méme condition
implique typop(¢) < typop(7). On dit qu’il est invariant si typop(r) < typop(?) implique que
T~ .

Ces notions de variance s’étendent a 'occurrence des variables dans un type. Ainsi, par exemple,
la variable « apparait en position covariante dans le type (o« — 7) — 7.

Dans la figure [20], les regles concernant les enregistrements sont moins usuelles: leur
présentation reflete la construction incrémentale des enregistrements. En particulier la regle (sub
swap) permet de s’affranchir de 'ordre dans lequel est formé un enregistrement, puisqu’elle im-
plique que [...,l:k:9,...] ~[....,k: 9,0l :7,...]. On retrouve aussi les notions de sous-typage
en largeur et en profondeur.

Lemme 12.1 (Sous-typage en largeur) [l1 : 71, ...\ lotk : Tnak] < [l1:71,- 5l i 7o
Preuve Par induction sur k. On donne le cas ou k = 1. La propriété, dans le cas plus général,

est obtenue facilement en utilisant la régle (sub over). En utilisant n fois la régle (sub swap), on
obtient que:

(1], m ]yl s Ty lngr T ) ~ [ ]y lnr Tt |yl s 1y eyl T

Et en utilisant la régle (sub void) on obtient que: [[ ], 141 : Try1] < [ ] Le résultat découle done
en appliquant n fois la régle (sub over):

N R TR AR I R IR [ VAR S DA M

O

Lemme 12.2 (Sous-typage en profondeur) Si pour tout entier i de lintervalle [1..n], on a
7 <Y, alors [l 7yl ] <[l 0, et Y.

Preuve Par induction sur n, on utilise uniquement la régle (sub over). O
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Ces deux résultats sont des instances d’une propriété plus générale, qui caractérise les cas dans
lesquels deux enregistrements, écrits sous la forme [, : et ], sont en relation de sous-typage. Soit
I une famille d’indices i1, . . . ,ix. On note [I; : 7' | Venregistrement [1;, : 7,,... L, : 7, |-

Lemme 12.3 (Sous-typage) [I; : 7€' ] < [I; : 97, si et seulement si J est inclus dans I et
si, pour tout i € J, on a 7; < V5.

Preuve Par induction sur linférence de [I; : T/EI] < [ ﬁiie']]. Cette propriété est une
conséquence d’une propriété plus générale prouvée a la section [[5.2.9 (cf. corollaire [5.14). En
particulier, on montre que si [o,l: 7] < [0 ,k: 9] et k#1, alors p < [k : 9. O

Avec l'ajout de la reégle de sous-typage, il est possible de simplifier la régle (type sel), de typage
de la sélection, comme suit. C’est cette régle qu’on considérera par la suite.

Définition 12.3 (Nouvelle régle (type sel)) Dans le systéme de types avec sous-typage, on
peut remplacer la régle (type sel) par la régle suivante.

'FP:[l:7]

t sel
TE (P07 2Pese

Comme nous ’avons annoncé en introduction de ce chapitre, une propriété qu’on veut voir
vérifiée par un systeme de types est la correction. Ce résultat est généralement obtenu en deux
étapes. On montre d’abord que le type est préservé au cours d’une réduction. C’est la pro-
priété [2-4. On montre ensuite que les termes <«erreurs» ne sont pas typable. Ce qui est simple
dans notre cas.

Proposition 12.4 (Conservation du typage) SiI'F P: 7 [B¢] et P — P’, alors
I'EP 7 [Bgl.

On ne donne pas la preuve de cette propriété dans cette these, disons simplement qu’elle est
semblable (en plus simple), & la preuve donnée dans le chapitre [[§.

En plus d’étre correct, un systéeme de types doit étre pratique. Ainsi, une propriété qu’on peut
rechercher pour un systeme de types est, par exemple, que le probleme de 1'inférence de type soit
décidable: on veut avoir un algorithme qui fournit pour chaque terme et son environnement, son
type. On discute de ce probleme dans la section suivante.

12.1 Choix de la relation de sous-typage et inférence de type

La notion de sous-typage considérée ici n’est pas la seule définie dans la littérature. En par-
ticulier, certains systémes considérent une notion de sous-typage atomique [99], qui est basé sur
des relations entre types de bases. On a alors une relation d’ordre C entre types de bases, avec
des jugements tel que int C float, par exemple. Cette équation signifiant qu un entier peut étre
utilisé 1a ou on attend un flottant. Ceci correspond, en gros, a de 1’overloading.

Une premiere généralisation consiste a ajouter deux constantes: L et T, qui représentent,
respectivement, le plus petit et le plus grand des types. Dans ce systéme, on peut supposer
pour type 7 les relation suivantes: 1 C 7 C T. Alors qu’en I'absence de sous-typage, I'inférence
se réduit & la résolution d’'un ensemble de contraintes d’unification[] [94, #0]: 7 = o, on doit
maintenant résoudre un ensemble d’inégalitées: 7 C ¢, ce qui est un probléme beaucoup plus
difficile. On adresse le lecteur a [09] pour un état de art sur le probleme de la résolution (et de

1. On ne discutera pas ici du choix des relations derriére les symboles C et =.



92 CHAPITRE 12. SOUS-TYPAGE

la simplification) de ces contraintes.

Contrairement au sous-typage dit atomique, la relation de sous-typage considérée ici est dite
structurelle, car elle est basée sur la syntaxe des types et non pas sur une relation d’ordre annexe.
En particulier, on remarque qu’il n’existe pas d’équivalent aux constantes 1 et T. Le probleme de
I'inférence de type dans ce systéme se réduit aussi a la résolution d’un systéme de contraintes [d4],
de la forme 7 < ¥ dans notre cas.

Comme nous ’avons dit, le probleme de l'inférence de type en présence de sous-typage a
été beaucoup étudié, et particulierement en présence de sous-typage structurel. Cet intérét est
di au réle central joué par le sous-typage dans la définition de systémes de typage pour les
langages orientés objets. Ce probleme n’a jamais été étudié dans le cadre d’un calcul de processus.
Cependant, comme l'indiquent les résultats obtenus dans cette theése, on peut conjecturer qu’il
est possible d’adapter les résultats du A-calcul typé au calcul bleu. On pourrait, par exemple,
chercher & adapter les résultat de J. EIFRIG, S. SMITH et V. TRIFONOV [#4] et de F. POTTIER [04].

La correspondance entre B¢ et les systemes de types des calculs cités plus haut n’est pas totale.
En effet, pour pouvoir définir un algorithme d’inférence de type, il faut vérifier la propriété de
typage principal [39, 72]: un jugement de type I' b P : 7 est dit principal, si pour tout jugement
I'F P : 9, on peut montrer que 7 < . C’est-a-dire qu’il existe un type «le plus précis», représentant
tous les types possibles de P dans I'. Il n’est pas clair qu’un tel type existe dans B, le probleme
venant de notre utilisation des types récursifs et enregistrements. En particulier, on remarque qu’il
n’est pas possible d’exprimer le fait qu'un champ est absent d’un enregistrement. Cette propriété
est importante si on cherche & obtenir un algorithme d’inférence de types, en particulier si on
veut pouvoir ajouter le polymorphisme [I11]: C’est ce qui manquait, par exemple, au systéme de
M. WAND [40] pour avoir la propriété de type principal.

12.2 Absence d’un champ dans un enregistrement

On étudie dans cette section deux approches possibles, pour exprimer qu'un champ n’est pas
dans un enregistrement.

La premiere approche est 'utilisation des wvariables de rangées [I11]. On ajoute un nouveau
symbole abs, pour signifier qu'un champ est absent, avec la régle de formation suivante.
T'Fo:R

'klo,l:abs]: R

Ainsi, on peut comparer le type [, : abs] avec la fonction ¢\ de [27, B6], qui restreint le champ
[ dans Denregistrement p. Si on utilise la régle (sub void) de la figure [2.1], on obtient alors que
[l:abs] < []. Par conséquent, la régle (sub abs) implique que la privation d'un champ accroit
I'information qu’on possede sur un enregistrement, ce qui est conforme a notre intuition. On ajoute
alors la relation inverse, qui signifie que 'enregistrement vide est ’enregistrement tel que tous les
champs sont absents.

Définition 12.4 (Variable de rangée) On considére un nouveau constructeur abs, pour les
types, qui n’apparait que sous la forme [p,[ : abs]. Et on ajoute la régle de sous-typage suivante.

—————— (sub abs

<[l abs] ">

On dit alors que le champ [ est absent de 7, si on peut montrer que 7 ~ [¢,! : abs|. En particulier,
il est facile de montrer que I’enregistrement vide n’a aucun champ présent, c’est-a-dire que [ | ~
[l; : abs,...,l, : abs].
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On peut par exemple typer la fonction sel;, utilisée comme exemple dans 'introduction de ce
chapitre, avec le type ([k : abs,l: 0] — o), puisque ([l : 0] —0) < ([k: abs,l: 0] — o).

Une autre solution consiste a introduire la constante de type: T, qui représente le type le plus
grand. Comme nous ’avons dit, ce type est usuel lorsqu’on considére le sous-typage, ce qui est
moins usuel, c’est qu'on peut l'utiliser — & la maniére de F. CARDONE et M. CopPPO dans [30]
— comme le type des erreurs. Si on considere cette utilisation de T, il faut également ajouter de
nouvelles régles de typage et de sous-typage. Ainsi il faut ajouter la régle (type error) ci-dessous,
qui permet de typer tout les processus, méme les erreurs. On ajoute aussi une regle de sous-typage
pour pouvoir supposer que tout type est plus petit que T, et qu'un champ de type erreur doit étre
«substituable» & un champ absent. Intuitivement, ceci souligne le fait qu'un champ absent n’est
pas accessible.

FEx ) (sub top)
_ € error su O -_—
Trp.T " T<T P (T<[l:T]

(sub error)

On est donc dans une situation ot [ : 7] < [I: T] ~ [] (régles (sub over) et (sub void)). Dans
ce systeme, le résultat de correction est légerement différent. Fn effet il ne suffit pas de demander
qu’un terme soit typable, mais plutét qu’il soit d’un type différent de T.

Il est facile de voir que, mis & part ’énoncé de la propriété de correction, ces deux approches sont
équivalentes. D’ailleurs D. REMY fait & peu prés la méme remarque dans [T12], ott il montre qu’on
peut concilier variables de rangée et sous-typage en considérant que [o,l: 7] < [o,! : abs]. Plus
précisément, il utilise la relation [0, : Tpre] < [o,!: abs], ou (I : 7 pre) signifie que le champ I
est présent dans ’enregistrement avec le type 7. En particulier, ces deux approches donnent des
types similaires sur ’exemple de la fonction d’extension ext;, qui étend tout enregistrement r avec
le champ I:

(ext; = Arz)[r,l=2x])

Dans la dernieére approche — avec ajout du type T —, on peut typer ext; avec le type [a,l: T ] —
B —|a,l: 3], ot «est une variable de sorte R, implicitement quantifiée. Ce type indique que le
premier argument de ext; peut-étre un enregistrement qui contient, ou non, le champ [, sans se
soucier de son type. C’est le méme type qu’on donne dans l’approche avec variables de rangées,
ainsi on peut typer ext; par [«,l:abs] - — [a,l: 3]. On pourrait aussi typer cette fonction
dans le systeme de départ en utilisant les sortes. En effet ext; a le type a — 6 — [a, 1 : B] avec la
contrainte que « est un enregistrement. Plus exactement, si on anticipe sur les chapitres suivants,
on peut donner un type polymorphe a la fonction ext;:

V(a® ") .(a - B —a,l:3])

ol lexposant dans aF, indique que la sorte de a est R. Il faut noter que, dans les systémes de
types du chapitre [[3, on considere que les variables quantifiées ont toutes la sorte T.

Le systeme d’enregistrements que nous avons présenté ici regroupe des caractéristiques qu’on
retrouve dans d’autres systémes d’enregistrements fonctionnels et extensibles [0, 86, 57, bA|.
On retrouve, en particulier, une présentation similaire dans les premier articles sur les calculs
d’enregistrements [0, 277].

Le choix des opérateurs du «calcul d’enregistrements» que nous avons inclus dans le calcul
bleu, a été motivé par I'utilisation d’un codage tres simple, qui utilise les opérateurs de matching
et mismatching — généralement noté [a = b]P et [a # b]P — des algebres de processus, c’est-a-dire
le test d’égalité (resp. de d’inégalité) entre les noms a et b. Il faut noter que, pour représenter des
enregistrements, il est possible de restreindre ce test a une catégorie spéciale de noms, qui sont
par exemple les étiquettes dans notre cas. C’est I'existence d’un tel codage, qui reste implicite
dans notre présentation, qui explique pourquoi nous n’avons pas réutilisé — sur ’armoire dirait les
anglophones! — un calcul d’enregistrements déja existant.
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CHAPITRE 13

Polymorphisme paramétrique

N DEFINIT DANS CE CHAPITRE, un systéme de types polymorphes & la ML pour le calcul
bleu. Ce type de polymorphisme, appelé polymorphisme paramétrique, est une autre
généralisation possible de B, qui permet de typer de nouveaux termes.

Il s’agit ici de typer les fonctions qui calculent de maniére uniforme sur leurs arguments, c’est-
a-dire sans prendre en compte leurs types. Un exemple est la fonction qui renverse l'ordre des
éléments d’une liste. Sa définition est indépendante du type des éléments de la liste. On type
cette fonction avec le schéma de types Va.(list(a) — list(a)), et on peut spécialiser son type pour
obtenir une fonction des listes d’entiers vers les listes d’entiers: (list(int) — list(int)), ou des listes
de fonctions vers les listes de fonctions: (list(int — bool) — list(int — bool)), ...

L’ajout de la quantification des types ne va pas sans poser de problémes. Ainsi, si on ne pose
aucune restriction a 'usage de la quantification, ce qui correspond au systeme F, le probleme de
I'inférence de type est indécidable [77].

On décide alors de se restreindre au polymorphisme de premier ordre, dans lequel la quan-
tification ne peut apparaitre qu’en téte d’'un type. C’est I’hypothese choisie dans le systeme de
Hindley-Milner, qui est a la base du systeme utilisé dans le langage ML. On ne considére pas
non plus les types récursifs et les types enregistrements, car leur présence complique le systéme,
sans apporter de grande différence aux propriétés données dans cette section. Ainsi les types de la
forme (Va.7) — ¥ ou pa.VB.(a — ), par exemple, sont rejetés.

Définition 13.1 (Schéma de types) On définit une nouvelle catégorie d’expressions de types,
appelé schéma de types, générés par la grammaire suivante.

on =1 |Va.o

ou 7 est un type de B, appelé aussi type simple, et a est une variable. On pourra noter Va.r, le
schéma de type (Vo ... Va,.7). On utilise les symboles o et n pour désigner les schémas de types.

On définit la sorte S des schémas de types. Cette sorte nous permet de formaliser la contrainte
sur l'utilisation de la quantification, directement dans le systeme de sortes. En particulier, on
ajoute deux regles de formation des types aux systemes introduits dans le chapitre [, figure [T-1:

I'to T lNa::Tko S
I'ko S I'Va.o S

95
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La premiere regle signifie qu’un type est aussi un schéma de type, la seconde permet de construire
un schéma de types Va.7. Il est facile de montrer que I' - 7 :: T, implique que T ne contient
aucune quantification. Il faut aussi modifier la régle de formation des environnements de la maniere
suivante:

't Thrko:xS 2¢dom(l)
I'r:ob %

On note By le systeme de types polymorphes basé sur B. Ce systeme est donné dans la fi-
gure [[31]. Comme on choisit de nommer les regles du systéeme By, d’apres les regles correspon-
dantes de B, on utilisera la notation I' - P : 7 [By], ou I' - P : 7 [B], pour séparer les jugements de
ces deux systémes. La définition de By nécessite d’introduire quelques notations, qui sont données
dans la définition [3-3. Intuitivement, le systéme By est équivalent au systéme formé par B et
étendu par deux regles de typage qui permettent, respectivement, de spécialiser et de généraliser
le type d’un terme.

Définition 13.2 (Généralisation et spécialisation) Un terme P de type o, dans un environ-
nement ou la variable « n’apparait pas, a aussi le type Va.o. On dit qu’on généralise le type de
P.
Faa:TFHP:0o
I'P:Vao
Un terme de type Va.o, a aussi le type 0{7/q}. On dit qu’on spécialise, ou encore instancie, son
type.

(type gen)

I'FP:Vao T'F7 T
'+P:o{7/a}

(type inst)

On aura souvent besoin de généraliser le type d’un terme au maximum, c’est-a-dire d’utiliser
la régle (type gen) le plus possible. Pour cela, on défini le schéma de type Genr(7), qui associe &
un type et un environnement, son type le plus quantifié.

Définition 13.3 (Cléture d’un type et substitutivité) Soit I' un environnement et 7 un
type tel que T' = 7 :: T. On note Genp(7) le type Va.7, ou & est ’ensemble des variables libres
de 7 qui n’apparaissent dans aucun type de I'. Plus formellement, si on note dv(I") 'ensemble
récursivement défini par:

dv(lz:7) =dv(I") Ufn(r) dv(T,a :: k) =dv(T)

On définit Genr(7) comme étant le type Va.r, avec & = (fn(r) N dv(T)). La relation de
substitutivité (ou subsumption), notée <, est telle que I' F Va.T < 7{¥/4}, si pour tout i de
lintervalle [1..n], on a: I' - ¢; :: T. On utilisera la notation ¢ < 7, lorsque Penvironnement est
connu.

Plutot que de choisir un systeme de types avec une regle d’instantiation et de généralisation,
on a préféré considérer un systeme de types orienté par la syntaxe, dans lequel ces deux regles
sont intégrées aux regles de typage pour les constructeurs du calcul. C’est, par exemple, 'approche
choisie dans [B1], par rapport a approche de [39].

Dans ce systeme, donné dans la figure [[3-1], on donne toujours un type simple aux processus.
C’est-a-dire que les séquents sont de la forme I' - P : 7 [By]. Ceci correspond, implicitement, &
typer P avec le schéma de types Genr(7). Les différences entre les systémes By et B se trouvent
dans les regles (decl) et (mdecl), qui «integrent» la régle de généralisation, et dans la regle (type
ax), qui integre la régle d’instantiation.
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Les regles (type abs), (type app), (type new) et (type par) sont les mémes que dans le systeéme
B (cf. figure [1.9).
(u:0)el” Thro=<T
F'Fu:r

Fu:7IVFP:7 (

Tyu: Genp(7),I"F (u <= P):o
Fu:7IVFP:1 (

Ty : Genr(r),I"F{(u=P):o0

(type ax)

type decl)

type mdecl)

Fig. 13.1: Systeme de types avec polymorphisme paramétrique: By

13.1 Récursion polymorphe

Dans cette section, nous comparons le systéme By avec le systeme de type de ML. Ceci
nous permet d’étudier deux choix possibles dans le typage des déclarations. On étudie aussi la
complexité du probleme de l'inférence de types pour ces deux choix.

Pour cette comparaison, seul un fragment réduit de ML, appelé mini-ML [B1], est nécessaire.
Il s’agit du A-calcul augmenté des opérateurs de définition: (letz = Min N), et de point fixe:
(recxz.M). On rappelle qu’on distingue opérateur (Az)P: la «petite» abstraction du calcul bleu,
de Az.M: Véquivalent d’ordre supérieur de A qui permet la substitution d’une variable par un
terme. Les termes de mini-ML sont générés par la grammaire suivante.

M,N =z | (MN) | Az.M | letx = Nin M | recz.M

Un systéme de types pour ce calcul, basé sur la définition donnée par L. DAMAS dans sa these [40],
est donné a la figure [3-2.

Remarque Comme pour le systeme B, on note I' = M : 7 les séquents du systeme de types
de mini-ML. Le systéme présenté dans la figure [[3:3, est une version de celui donné dans [31],
aménagé pour se plier & nos conventions. En particulier, le systéme donné dans [31] n’a pas de
systeme de sortes. Notre choix de considérer un systeme de sortes nous permet de conserver une
présentation uniforme des systeémes de types introduit dans ce manuscrit. On ne discute pas du
fait que cette présentation puisse modifier I’ensemble des termes bien typé de mini-ML. ]

Une caractéristique du calcul de Damas-Milner est que ’occurrence d’une fonction & l'intérieur du
corps de sa définition (récursive), ne peut utiliser qu’un type simple. Pour dépasser cette limitation,
A. MYCROFT [[0Z] a suggéré une regle de typage «polymorphe» pour la récursion.

Définition 13.4 (Récursion polymorphe) La régle de typage de I'opérateur de récursion, dans
le systéme de Damas-Milner: DM , est la regle (rec) ci-dessous. A. MYCROFT propose de généraliser
cette regle pour permettre a x d’avoir un type polymorphe dans le corps de la récursion. Le systeme
de types de la figure [3.3, augmenté de la régle (rec+), donne le systéme de Milner-Mycroft: MM

Fax:7HFM:7 Ia:Genp(t)FM: 7
(rec)

_— (rec+)
I'kFrecx.M: 1 I'Frecz.M : 1

On différencie ces deux systémes en notant I' = M [DM], les séquents du premier systéme,
utilisant la regle (rec), et T+ M [MM] les séquents qui utilisent la regle (rec+).
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(x:0)el o=<7T 'EN:7 Tyx:Genp(r)FM:9
(taut) - (let)
'tz:7 F'Fletz=NinM : 9
Fx:7FM:9d r-m:r—-49 TI'FN:T
(abs (app)
'EXeM:17-9 '(MN):9

Fig. 13.2: Systeme de types pour mini-ML, sans la régle pour la récursion

On peut remarquer que la regle de typage de la récursion dans le systeme de Damas-Milner
(rec) est compatible avec l'interprétation de la récursion, dans laquelle le terme rec z.M est codé
par I'application d’un opérateur de point fixe, qu’on notera Y, a la fonction Az.M.

recz.M ~Y(Az.M)

Dans cette interprétation, le type de Y est Va.(a — a) — a. Cependant, comme nous ’avons
déja dit, cette regle est trop contraignante, car elle n’autorise pas la définition d’une fonction,
a contenir des appels récursifs a elle-méme sous des types différents. C’est ce qu’on appelle la
récursion polymorphe.

On introduit un nouveau systeme de types pour le calcul bleu, Byy, qui permet de typer la
récursion polymorphe.

Définition 13.5 (Systémes de types polymorphes) On dénote By le systéme définit par les
regles de la figure [3.1]. Le systeme Byy est le systéme de types obtenu & partir de By, en remplagant
les régles (type decl) et (type mdecl), par les régles (type decl+) et (type mdecl+) données dans
la figure [[3-3.

Ces régles permettent de dériver la régle (type rec+) pour le typage de I'opérateur de récursion
dans Byy, au lieu de la régle(type rec), qui est moins générale.

Dans la premiere partie, on a montré comment dériver 'opérateur de récursion dans le calcul
bleu: recz.P =gt wz)({zx = P) | ). Ce codage induit des regles de typage dérivées pour la
récursion, qui sont aussi données dans la figure [3.3. Par comparaison avec le systéme de types de
ML, il apparait que le systeme By est proche, dans 'esprit, de celui de Damas et que le systeme
Buy est proche de celui de Mycroft.

L’ajout de la récursion polymorphe a ML permet de typer plus de termes, plus précisément,
elle permet de typer des définitions mutuellement récursives non typable dans le systeme DM. On
montre que le systéme de types de Milner-Mycroft est correct et qu’il vérifie la propriété de type
principal [T02]. Cependant cette amélioration a un prix: au contraire du systéme de Damas, le
probleme de l'inférence de type dans le systeme MM n’est pas décidable.

Un algorithme d’inférence de type a été disponible dés les premieres implantation du langage
de programmation ML [0, BY]. Ce qui a été un avantage important vis-a-vis des autres langages
de programmation fonctionnel. Cependant, les résultats concernant la complexité du probleme de
I'inférence de types sont plus récents. Pendant presque 10 ans, un certain nombre de personnes
ont pensé que ce probleme avait une complexité polynomiale. Ceci jusqu’a ce que H. MAIRSON
prouve que le probleme de l'inférence de type polymorphe était de complexité exponentielle [R7].
De méme, le systeme de Milner-Mycroft fut tout d’abord «implanté» dans une version de ML,
avant que le probleme de l'inférence de type dans ce systeme, soit prouvé indécidable 6 ans apres.
F. HENGLEIN [65], et indépendamment A. KFOURY, J. TIURYN et P. URZYCZYN [[75], montrérent
que le probleme de la typabilité est «log-space» équivalent au probléme de la semi-unification, qui
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Tw:7IVFP: 71 Fu:7-P:71
(type decl) _—
Tu: Genp(7),I"F (u<= P):o 'Frecu.P:7

Tuw:7I"+P:7 (
T : Genp(7),I"F{u=P):o
T : Genp(r),IVFP:7 Tw:Genp(t)FP:7
(type decl+)
I'u: Genp(7),I"F{(u<P):o 'Frecu.P:7
Ty : Genp(r),I"HP:7
I'wu: Genp(7),I"F{(u=P):o0

(type rec)

type mdecl)

(type rec+)

(type mdecl+)

Fig. 13.3: Typage des déclarations et regles dérivées pour la récursion

est le probleme de résoudre un systeme d’inéquations, pour la relation <, entre termes du premier
ordre.

On a montré que le probleme de la semi-unification est récursivement indécidable. Par
conséquent, nous ne pouvons pas raisonnablement attendre que le probleme de la typabilité soit
décidable pour Byy. Résultat plus surprenant, nous montrons aussi — dans la section suivante —
I'indécidabilité du probleme de la typabilité dans le systeme By.

13.2 Complexité du probléeme de I'inférence de type

On montre que les systemes de types avec polymorphisme sont corrects. La preuve est semblable
a celle donnée dans le chapitre [§. On peut aussi trouver cette preuve dans [86]. Dans ce dernier
papier, on trouve également une preuve de la propriété de type principal. Dans cette section, nous
montrons que le probleme de U'inférence de type est indécidable pour les deux systémes By et Byy.

Avant de montrer cette propriété, nous montrons quelques résultats intermédiaires. Soit (.)
Pinterprétation de mini-ML dans 7* donnée ci-dessous.

Définition 13.6 (Codage de mini-ML)

— Qo)

defu = (N)in((M)u) u & fn(M,N)
def z = (N) in (M)

= defz=(N)inz

=N
_— = — —

Ce codage est obtenu a partir de la définition B, généralisée pour tenir compte des opérateurs
de définition et de récursion. On peut noter que, dans ce codage, on retrouve 1’équivalence
opérationnelle entre (let x = N in M) et (Az.M)N. Nous montrons qu’il est possible d’associer un
séquent de Byy & tout séquent de MM, de la maniere suivante.

Théoréme 13.1 (Equivalence du typage) Sile terme M de mini-ML est typable avec le type
T'F M : 1 [MM], alors on peut typer (M) avec le méme type dans w*, c’est-a-dire T'+ (M) : 7 [Buy].
Inversement, si I' = (M) : 7 [Bu], alors A= M : 7 [MM], ot A =get Tjgn(r)\ea(n1) -

Preuve (Théoréme [3.1) La premiére propriété se prouve par induction sur I'inférence de I'
M : 7 [MM]. Dans les cas de Papplication, du «let», et de la récursion, on utilise une régle de typage
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dérivée pour les définitions

Iw:Genp(t)FN:7 Tyu:Genp(r)F M: 9
I'-defu=NinM : 9

Cette regle est obtenue par Iinférence suivante.

Taw:Genp(T)FN: 7
Fuw:Genp(t)F(u=N):o Ty : Genp(r) M : 9
Tw:Genr(r)F ((u=N) | M) : 0

I'-defu=NinM :9

(type mdecl+)
(type par)

(type new)

Pour la propriété inverse, on tient compte de la regle d’affaiblissement (type weak), ce qui introduit
Ienvironnement T'jg,ry\en(ar)- En effet, on peut retirer du domaine de I'environnement I, les
variables qui ne sont pas libres dans M: si T' = (M) : 7 [Buy], alors Tgqry\gn(ary = M : 7 [Bun], et
cette inférence n’utilise pas la regle (type weak). La propriété se prouve alors par induction sur
I'inférence de F‘fn([‘)\fn(M) FM:T [BMM]- ([l

Comme nous 'avons dit a la section [[37]], le probleme de la typabilité dans le systéme MM a été
prouvé indécidable |75, BA]. Par conséquent, une conséquence immédiate du théoreme [3-]] est:

Théoréme 13.2 Le probléme de linférence de type dans Buy est indécidable.

On peut d’ailleurs prouver une propriété plus fine: pour citer F. HENGLEIN [B5]: « pour tout systéme
d’inéquations I, il existe une expression de la forme recx.M, calculable en log-space, ot M ne
comporte pas de récursion ni de let, c’est-a-dire M est un terme pur de A, et tel que T est semi-
unifiable, si et seulement si rec .M est typable dans MM »[]. Dans le cas du calcul bleu, on dit
que le terme P n’a pas de définition récursive, 8’il ne comporte aucune déclaration (v = Q) ou
(u <= Q), telle que u € f(Q). Comme on a prouvé que le codage de mini-ML vers 7* préserve le
typage, on a prouvé qu’on peut réduire le probleme de la semi-unification, au probléeme du typage
dans Byy.

Lemme 13.3 (Semi-unification et typabilité dans Byy) Pour tout systeme d’inéquations T,
on peut calculer en «log-space», un processus du calcul bleu de la forme recx.P, ou P n’a pas de
définitions récursives et tel que I est semi-unifiable, si et seulement si recz.P est typable dans
BMM.

Ce lemme implique le théoreme [[3-3, puisque le probleme de la semi-unification a été prouvé
récursivement indécidable |74, I31)].

Nous montrons maintenant que la typabilité dans le systeme By est aussi un probléeme
indécidable. Cependant, avant de prouver le théoreme [3:H, nous avons besoin d’une propriété
intermédiaire.

Lemme 13.4 Soit N un terme de A. Si AF (N) : o [Buu], alors A+ (N)) : o [By].

Preuve La preuve est faite par induction sur 'inférence de A F (N)) : o [Bu] et utilise le fait qu’il
n’y a pas de définitions récursives dans (N)). O

Théoréme 13.5 Le probléeme de l'inférence de type dans By est indécidable.

Preuve Pour démontrer le théoreme [[373, il est suffisant de montrer que le probleme de la semi-
unification se réduit au probleme de la typabilité dans By. On commence par prouver le premier
sens de cette équivalence.

1. On peut trouver un résultat équivalent de A. J. KFOURY et al. dans [73].
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Soit Z un systéme d’inéquations, et rec u.M,, le terme qui lui est associé dans le lemme [3.3.
En particulier M, ne contient pas de définitions récursives. Si Z est unifiable, alors I' - rec u.M,, :
T [Bum]. Soit v une nouvelle référence, et soit M, le processus M, {V/y}. On montre que

'k wu)(defv =uin ({(u = M,) | v)) : 7 [By]

On rappelle que def v = win ({(u = M,) | v), est égal & wv)({v =u) | (u = M,) | v). Notre hy-
pothese est que ' - rec u.M,, : 7 [Byy]. On montre alors qu’il existe un type ¢ tel que
Fu:Genp(9) - M, : U Buw] Genp(d) <7
I'Frecu.M, : 7 [Buy

Dans la suite, on note 7 le schéma de type Genr(d). Par hypothese, M, (et donc M,) n’a pas
de définition récursive. De plus, M, est — par construction — la traduction d’un terme de A. Par
conséquent, en appliquant le lemme [[3:4 au cas du terme M,, et au jugement I',u : n = M, : & [Buy],
on obtient que T'yu : n = M, : ¥ [By|. De plus v est un nom nouveau, et par conséquent on a aussi
Pw:ntk M, :d By]. On utilise pour cela une propriété équivalente au lemme [5.9, sur le
renommage des variables. On montre alors que le jugement suivant est valide dans By.

Tw:nkM,:9 u¢fm(M,)
FTw:%v:nkEM,:9 n<T
(type decl)
Tw:nv:nk{u=DM,):o Twu:nv:nkov:r
Tw:nv:ink ((u=M,) |v): T

(type weak)

(type ax)

On montre aussi que

n<rt

—_ (¢
Fu:nkFu:r (type ax)

(type weak)

Tw:nv:thku:rt

t decl
Tw:nv:nk{v=u):o0 (type dech)

Par conséquent, en appliquant les régles (type par) et (type new), on obtient que:
'k wu)(def v =uin ({(u = M,) | v)): 7 [Bv] (13.1)

Réciproquement, si le processus dans ([3:1]) est typable dans By, alors le systéme d’inéquations T
est semi-unifiable. Par conséquent, pour tout systeme d’inéquations Z, on peut exhiber un terme
de 7w*— calculable en log-space —, disons P, tel que Z est semi-unifiable si et seulement si P est
typable dans le systéme By. |

En conclusion, nous avons montré que les deux généralisations du calcul bleu aux types po-
lymorphes données ici ont la méme complexité vis-a-vis du probleme de 'inférence de type. Ce
résultat semble paradoxal, en effet By est inspiré par le systeme de Damas-Milner, pour lequel
le probleme de l'inférence de type est décidable. Le probleme est que, dans 7*, une déclaration
ne lie pas le nom qu’elle définit. On peut alors avoir plusieurs déclarations sur le méme nom, ce
qui crée des «contraintes récursives» entre plusieurs variables de type de ’environnement: c’est la
limitation classique du typage des fonctions mutuellement récursives.

13.3 Polymorphisme et définitions

Dans cette section, nous proposons un systeme de types avec polymorphisme, pour lequel le
probleme de la typabilité est décidable. L’idée est de restreindre 1'utilisation du polymorphisme
au définitions: def Din P, de la méme maniere que le polymorphisme de ML est limité a la
construction letx = Nin M. C’est aussi cette limitation qui a été choisie pour le typage des
termes du calcul JOIN [63]. On note By, ce nouveau systéme de types, dont la définition est
donnée dans la figure [3-4.
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Les regles (type abs), (type app), (type new) et (type par) sont les mémes que dans le systeéme

B (cf. figure [1.9).

(u:0) el o%T(t )
€ ax
'Fu:r P
Lrp:r (uir)el (type decl) LEP:r (uir)el (type mdecl)
TF{u<P):o I'E(u="P):o

T{u; : Tiie[l“”]} FRi:7 T{u;:Geng, (Ti)ie[l“n]} FP:T
I'-defu; = Ry,...,up, =R,inP:7T

(type def)

(avec A; =get I',{u; : 7‘]']#7"})

Fig. 13.4: Systeme de types avec polymorphisme restreint aux définitions: Byr,

Notre choix rejoint le choix fait dans ML : ’opérateur de définition n’augmente pas 1’expressivité
de notre calcul, de méme que 'opérateur let x = N in M peut étre codé par le terme (Az.M)N.
Par contre, on peut utiliser cet opérateur pour typer différemment des termes opérationnellement
équivalent. On retrouve alors les deux mécanismes liés dans 1'opérateur let:
partage la définition permet de partager I'utilisation d’une ressource. Il faut remarquer que, alors

que le let de ML est associé a une stratégie de réduction en appel par valeur, le calcul bleu
est associé & une stratégie en appel par nom [ITX];
polymorphisme la généralisation est restreinte aux types des noms liés par une définition.
11 est intéressant de comparer cette remarque avec la distinction faite par X. LEROY dans [80, 82|,
entre un constructeur «let val», pour le partage des valeurs apres réductions, et un constructeur
«let name», pour la généralisation des types. On retrouve la méme distinction faite dans [64)]. 11
montre aussi que, si on choisit une stratégie avec appel par nom pour le second constructeur,
alors I’ajout des références polymorphe ne pose pas de probleme. Une remarque que nous faisons
dans la section 3.

Remarque Dans la regle de typage (type def) de la figure [3-4, on utilise des définitions mu-
tuellement récursives. Afin d’interdire «d’augmenter» dynamiquement le nombre de déclarations
d’une définition, on suppose qu’on n’utilise jamais I’équivalence structurelle pour obtenir la rela-
tion suivante (cf. figure B-2): def D in (def D’ in P) = def D,D’ in P. Cette restriction ne modifie
pas 'expressivité de notre calcul, mais elle est importante: sans elle, les jugements de types ne
sont pas conservé par modification structurelle, et donc on perd la propriété de conservation du
typage. |

On montre dans [36] que les propriétés de préservation du typage et de type principal sont
vraies pour le systeme By, Nous montrons aussi qu’on peut associer un jugement de By, a tout
jugement de DM. C’est-a-dire qu’on a un résultat équivalent a celui déja montré entre Byy et MM (cf.

théoréme [3.1)).

Théoréme 13.6 (Equivalence du typage) Soit (.) le codage de mini-ML dans ©* donné a la
définition [[3.4. Si le terme M de mini-ML est typable avec le type T' = M : 7 [DM], alors on
peut typer (M) avec le méme type dans By, c’est-a-dire T' = (M) : 7 [Bmw]. Inversement, si
TH (M) :7 Buu], alors A M : 7 [DM], ot A =g¢ F\fn(F)\fn(M)~

Preuve la preuve est similaire a celle du théoreme [3.]]. |

Ce qui est nouveau, est que 'on peut fournir une procédure décidable qui, étant donné le type
des variables libres d’un processus P, infere le type de P. Pour prouver cette propriété, il suffit
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de donner un algorithme qui utilise uniquement 1'unification entre termes du premier ordre, puis
de montrer que cet algorithme calcule les bons types. Nous ne donnons pas les détails de cet
algorithme ici. Disons simplement qu’il peut étre obtenu simplement en étendant 1’algorithme
d’inférence de ML, noté W dans [20].

Cependant, il faut noter que, dans les systemes de types étudiés dans ce chapitre, nous n’avons
considéré ni les enregistrements, ni la récursion sur les types. L’ajout des enregistrements complique
le systeme. Comme avec l’ajout du sous-typage étudié au chapitre [[2, il est nécessaire de pouvoir
marquer qu'un champ est absent pour avoir la propriété de type principal, et donc pour pouvoir
espérer avoir un algorithme d’inférence de type. Quant a I’ajout d’un opérateur de récursion pour
les types, il semble assez délicat.

13.4 Cas du calcul non local

Dans ce chapitre, nous avons considéré le cas du calcul bleu local. Dans cette section, nous
nous intéressons au typage du calcul bleu sans restriction sur 'abstraction des déclarations.

Dans 'hypothese ou le calcul n’est pas local, on peut montrer avec un exemple tres simple,
que la propriété de préservation du typage (pour les systémes By, By et Buy) est fausse. Ceci nous
donne donc une raison supplémentaire d’interdire I’abstraction des références qui apparaissent en
sujet d’'une déclaration. Soit R un processus du calcul non-local, défini de la maniére suivante:

R =ger (u<=P) | (Av){v <= Q))u (u n’est pas libre dans P et Q)

et I' un environnement tel que (v : o) € I', et I' - P : 7, et I' - @ : 7,. Par exemple on peut
choisir:

0 =def Yo.( — @)
P =4et A1) et T'FP:7,=ger (@ — )
Q =det Ax)(x+1) et TFQ:7; =ger (int — int)

Une condition suffisante pour que R soit bien typé est que o = Genr(7,) et o < 7,. Ces
contraintes sont induites par l'utilisation des reégles (type decl), (type abs) et (type app).
Or R se réduit, en un pas, en le processus R’ égal & ((u <= P) | (u < Q)), cest-a-dire &
((u <= Axz) | (u <= Ax)(z +1))). Les contraintes nécessaires pour typer R’ sont plus fortes
que pour R. En effet on doit montrer que 0 = Genr(7,) = Genr(7,). Or cette équation n’est
clairement pas vérifiée dans notre exemple, puisque Va.(a — a) # (int — int).

Ce probléeme n’apparait pas avec le systéme de types simples. En particulier, on peut montrer
que le systeme B est correct pour le calcul non-local. Nous sommes donc dans une situation com-
parable a I’extension «naive» de ML avec des références polymorphes. En fait, comme le montre
X. LEROY dans sa these [X1], c’est un probléeme qu’on rencontre pour chaque extension de ML
avec des opérateurs impératifs: références, continuations, canaux de communications. Plusieurs
systémes de types ont été proposés pour «typer» les références polymorphes: M. TOFTE [129],
D. MACQUEEN, A. WRIGHT, X. LEROY ... Un état de I’art sur ces systémes est donné dans [S0].
On montre, sur un simple exemple, comment on peut adapter une de ces solutions pour résoudre
notre probleme. Ce qui renforce notre proposition qu’il existe un lien entre le probleme de ’ajout
de «références polymorphe» et I’ajout de la «possibilité d’abstraire les références».

Une approche communément choisie dans ML pour contraindre I'utilisation du polymorphisme,
consiste a annoter les variables de types qui apparaissent libres dans le type des références. On
dit souvent que ces variables sont faibles, ou encore dangereuses. On réserve alors un traitement
spécial aux variables faibles au moment de généraliser les types. Par exemple, la solution la plus
simple (mais aussi la plus restrictive) consiste a interdire la généralisation des variables faibles.
Dans cette section, nous ne définissons pas formellement un nouveau systeme de types pour le
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calcul bleu, mais nous nous contentons de donner une intuition des changements & apporter au
systeme By, afin de typer le calcul non-local.

On annote avec une étoile les variables faibles: a*. Cette notation s’étend aux expressions
de types de maniere naturelle. Par exemple on a: (7 —9)" =4t 7% — 9¥*. En se basant sur le
parallele que nous avons tiré avec ML, on redéfinit alors le systeme By, pour «affaiblirs les variables
génériques potentiellement dangereuses. En particulier, on considere la regle spéciale suivante, pour
typer les abstractions sur une référence. Notez que, avec nos conventions, u est une référence et 7
est un type simple.

Tw:m™FP:9
' AP :7 =1

(type abs*)

On modifie aussi la relation de substitutivité <, afin de ne pas faire arbitrairement apparaitre
des types annotés 7*. Par exemple, on interdit les cas de la forme (Va.a) < 7*. 1l suffit pour cela
d’interdire I'introduction de variables faibles au moment de I'instanciation d’un schéma de types.

On étudie maintenant ce qui se passe avec le typage de ’exemple précédent. Dans le typage
de R, on doit utiliser la régle (type abs*) pour typer abstraction (Av){v <= (Ax)(z + 1)), ce qui
nous donne le jugement suivant:

v: (int — int)" F Ax)(z + 1) : (int — int)”
v:(int —int)" F (v < An)(xr + 1)) : 0
0D+ Avy(v <= Az)(z+1)) : (int — int)" - o

(type decl)

(type abs*)

Avec la définition modifiée de <, il est alors impossible d’inférer que Va.(a — a) < int* — int*.
En effet il est devenu interdit de substituer int* a la variable générique «. Par conséquent, on
montre que les typages valides de R sont de la forme u : int* — int* - R : o; typages qui sont
préservés par réduction.

L’étude de cet exemple, nous permet de comprendre comment réutiliser les nombreux résultats
existants sur le typage de ML avec références polymorphes, pour les appliquer au probleme du
calcul bleu non-local. Comme dans le cas de I’'ajout du sous-typage au calcul bleu, nous n’avons
pas besoin d’inventer de nouveaux concepts, et il suffit de reprendre des outils déja étudiés et bien
compris. Cette étude a aussi pour conséquence de fournir des intuitions pour la définition d’un
systeme de types polymorphes implicites pour le 7-calcul.

L’auteur ne connait quune seule définition d’'un systéeme de types polymorphes pour 7. Ce
systéme, décrit par D. TURNER dans sa these [[30], utilise un typage explicite, on parle aussi de
«style a la Church», c’est-a-dire que dans une communication, on doit échanger le type des données
qui sont envoyées: les types deviennent des valeurs qui comme les noms, peuvent étre émises ou
recues. En utilisant notre systeme de types polymorphes implicite, ainsi que notre codage de 7
dans 7t*, on peut alors définir un nouveau systéeme de types pour 7.

13.5 Discussion pour les systemes de types avec polymorphisme

Dans les sections précédentes, nous avons présenté un systeme de types avec récursion
polymorphe pour 7v*, adapté des systemes de types développés pour le langage de programmation
ML. On s’est également intéressé a la propriété de conservation du typage et a la propriété de
type principal.

Dans le cadre de notre étude, qui vise a étudier le calcul bleu comme modele de la program-
mation concurrente, les résultats obtenus ici sont intéressants. En effet ils permettent de cerner
la définition d’un systéme de types pour un langage basé sur w*. Cependant un systéme de types
n’est réellement utile que si on peut fournir une procédure (un algorithme) permettant d’inférer
le type d’un programme, ou au moins de vérifier si un terme est bien typé.
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Une premiere approche consiste a limiter I'utilisation du polymorphisme aux définitions. C’est
ce qui a été avec 'introduction du systeme Byr,. En effet, le probleme de la reconstruction de type
dans By, se réduit trivialement au probleme de I'unification entre termes du premier ordre et, par
conséquent, il est décidable. Une deuxieme approche consisterait a utiliser le systeme de types By,
qui permet de typer plus de termes, et & fournir le type des références dans chaque déclarations: ce
qui revient, en ML, a typer les fonctions a I’endroit de leur définition. On peut également se baser
sur des semi-algorithmes pour l'inférence de type [[0Z] ou pour la semi-unification [65, section 5],
c’est-a-dire des procédures qui terminent des lors qu’une solution existe.

Il est aussi intéressant de comprendre pourquoi le probleme de l'inférence de type est plus
compliqué que dans le cas de ML. Contrairement a l'opérateur let de ML, ou au JOIN de [51],
la portée des déclarations dans le calcul bleu n’est pas fixée syntaxiquement. Plus précisément,
on a une portée lexicale pour la définition des noms, qui est celle de la restriction, mais on
a aussi la «scope extrusion». Par conséquent, si on se représente 7* comme un langage de
programmation, et les déclarations comme la définition de fonctions, nous sommes dans le
cas ou toutes les fonctions sont «top-level» et mutuellement récursives. De plus, une référence
peut apparaitre en sujet de plusieurs déclarations: une situation comparable a l’existence de
multiples définitions pour une fonction. Ce probléme a été étudié par A. MYCROFT [[03], qui
I’a nommé inférence incrémentale de types polymorphes avec mise ¢ jour. Sa motivation pour
étudier ce probleme, a été qu’il s’agit du cas du langage de programmation PROLOG, dans
lequel les prédicats sont «incrémentalement et mutuellement» définis. Les systémes de types pour
PROLOG ont été beaucoup étudiés [I01, 0] et il devrait étre possible de les adapter & notre besoin.
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cHAPITRE 14

Polymorphisme contraint

ANS LE CHAPITRE PRECEDENT, nous avons introduit un systéme de types avec polymorphisme

paramétrique, et montré en quoi il permet d’augmenter ’ensemble des termes typables. Dans

ce chapitre, nous généralisons la notion de type polymorphe, et nous étudions un langage de types
dans lequel 'usage de la quantification n’est pas limité a apparaitre en téte d’un type.

Plus exactement, nous nous intéressons a une variante de la notion de polymorphisme contraint,
ou «bounded polymorphism» en anglais, introduite dans la définition du langage FUN [28] et
que l'on trouve dans le systéme F< [B], prononcer «F-sub». Cependant, au lieu de choisir la
présentation traditionnelle de F<, dans laquelle on décore les termes avec des types, on choisit
de conserver le mode de présentation de cette partie et de donner un systeme de types avec
polymorphisme implicite. C’est-a-dire que nous continuons a considérer séparément les termes et
leurs (possibles) types. En particulier, nous ne rajoutons pas les opérateurs de F< qui permettent
d’abstraire un type dans un terme (AX < 7.M), et d’appliquer un terme & un type (MT).

Dans le systeme que nous définissons ici, noté BF¢, nous considérons deux relations de sous-
typage. La premiere, notée C, représente le sous-typage en largeur des enregistrements. La seconde,
notée <, est équivalente a la relation donnée au chapitre [2. C’est pour cette raison qu’on conserve
la méme notation entre ces deux chapitres. Dans BF¢, on remplace le schéma de types Yo.v, par
le type (Vt C 7.9), qui exprime la contrainte que, lors d’une instantiation, le type qui remplace
la variable t doit étre un sous-type de 7 pour la relation C. Il faut noter que, afin de respecter
les conventions de notations des systemes de types «d’ordre supérieurs, nous utiliserons les lettres
r,s,t,... pour désigner les variables de types, a la place de a,5,y .. .. De facon formelle, 'opérateur
de quantification bornée (Vt C 7. ) est associé & la régle d’instantiation suivante.

'EFP:(VMtCr.9) Tk CrT

t; inst
TFP:o{T /) (type inst)

Dans ce systéme, par exemple, la fonction sélecteur: (Az)(x 1), a le type (Vt C [l:7]. (t - T)).
Cest-a-dire un type équivalent & (¢ — 7), mais avec la contrainte que largument soit un
enregistrement ayant un champ [/ de type 7.

14.1 Expressions de types

Dans ce chapitre, les opérateurs de types sont ceux définis dans le systeme de types simples,
auxquels on ajoute des constructeurs pour lapplication: (7o), et I'abstraction des types: (At.7),

107
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ainsi qu’un constructeur de quantification bornée: ((V¢ C 7.0)). En particulier, on ne fait plus de
distinction entre schéma de types et types. De plus, on a un systéme avec récursion, et dans lequel
les types dépendent des types [B9].

Définition 14.1 (Expression de type) Les types sont engendrés par la grammaire suivante.
Dans ce chapitre, on ne différencie plus les types et les schémas de types, et on emploie les symboles
T,0,0 ... pour les désigner. Pour désigner certains type, on pourra utiliser la méme convention que
pour les références et utiliser des mots en caracteres sans sérif, comme obj par exemple.

T,0,0,... o= ,s,t variables de type
type des processus

—0) type fonctionnel

type enregistrement vide
] extension/modification

type récursif

abstraction
TO ) application

.0) quantification bornée

o~

>7;fb-—\]
=

;I
iié

/\/\/\/\v—n—*/\

Dans le type (Vt C 7. 0), comme dans le type At.o, la variable ¢ est liée dans o. Cependant elle
n’est pas liée dans 7. C’est-a-dire que nous n’utilisons pas le polymorphisme « F-bounded » |28, B4].
Dans les expressions, les variables de types liées sont annotées avec leurs sortes. Ces annotations
seront omises quand la sorte des variables est claire d’apres le contexte.

Comme on peut définir des opérateurs de types, comme At.(t — t) par exemple, c’est-a-dire des
types d’ordre supérieur, il nous faut augmenter la définition des sortes.

Définition 14.2 (Sortes)

sorte des types
sorte des rangées
Kk —x) sortes des opérateurs

&

=

I
=l

—~

Les sortes de base sont celles données dans la définition [T.4, et on ajoute les sortes d’ordre
supérieur: (k — x). Ainsi le type (AtT.[put : t,get : t — 0]), qu'on appelle aussi une interface, a la
sorte (T —R). On introduit une notation spéciale pour la sorte des interfaces I = (T — R). Le choix
du nom interface se comprend puisqu’il s’agit d’une fonction qui, étant donné un type, renvoie
une association entre champs et types (plus exactement un enregistrement). On utilisera la notion
d’interface dans le codage des objets a la partie [V.

En ce qui concerne les environnements de typage, on rajoute deux types d’associations entre
variables de types et types: (t C 7) et (s < ¢ :: k). Le premier type d’association permet d’ajouter
une contrainte de sous-type a une variable: la variable ¢t ne pourra étre instanciée que par des
sous-types de 7. Le second type d’association permet de sous-typer la récursion. Dans le sens ot
elle évite de faire appel & un méta-jugement: s < t = o < 7, comme on ’a fait dans la regle (sub
rec) de la figure [21].

Définition 14.3 (Environnements) On rajoute deux associations aux environnements de typage
définis dans la définition [T3

A= ... |[TtCr|T,s<tk
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Intuitivement, les hypotheses de la forme ¢t C 7 servent & construire les types de la forme (Vt C 7.0),
tandis que les hypotheses de la forme s < ¢ :: k servent a montrer les jugements pus.t < pt.o.
On omet les informations de sortes quand celles-ci sont claires dans le contexte. La définition
du domaine d’un environnement dom(T"), est celle de la définition 1.3 augmentée de la relation
dom(I',t C 7) =g dom(I',s < ¢ :: k) =ger dom(T).

On peut imaginer remplacer la contrainte (s <t :: k), par la contrainte plus générale (¢ < 7),
et rajouter un opérateur de quantification (V¢ < 7.0) a la syntaxe des types. Ce systéme aurait
I'avantage de faire jouer un role symétrique aux deux relations de sous-typage C et <. Néanmoins
cette complication du systeme n’est pas nécessité par notre étude, aussi nous n’introduisons pas
ces modifications dans notre systeme de types.

La définition de la relation C est donnée dans la section suivante, ainsi que les définitions
des jugements indiquant qu'un environnement est bien formé: I' - %, qu’un type est bien sorté:
I't 7t Kk, et quun terme est bien typé: I'- P : 7.

14.2 Systeme de types et sous-typage

Dans la figure [[41], nous présentons les regles qui définissent les environnements et les types
bien formés. Ces regles sont assez usuelles et ne different pas beaucoup de celles données dans la
figure [1.. I faut noter que, dans 'environnement ',z : 7,I"/, la variable = a toujours un type de

F'k7 2T o¢dom(T) F'kx t¢ ()

O« Fx:7F=* Lt kb x
F'kx  s#t st¢&(l) F'krakr  t&Mn)
Fs<tu kb x* IF'tCErhk %
k7R | R '+ (tuk)el
k7T P[] =R FFouT FHt:k
'krak (CT)el '+ (s<tur)el '+ (s<tuk)el
'kt::k I'ks::k 'kt::k
I'7:2:T ThkFo:T I'Fpa:R T'F7:aT
'F(r—o)=T Tklo,l:7] =R
IitaxrbTar tgin(l) Titawrbrayx t&n)
Dk (uthr) 2t K L'k (Ath.r) s k— )
'ktruk-x Throuk I'tCrhkouT t¢&fn(l)
'k (r0) = x '-MvtCr.o) T

Fig. 14.1: Environnement bien formés et systeme de sortes

sorte T. De plus, dans la regle de formation de I’environnement I';t C 7, les conditions I' - 7 :: K
et t € fn(T), impliquent que ¢t n’est pas libre dans 7. Une contrainte de sous-typage n’est donc
jamais récursive.

Il est clair que notre systeme de types est «équivalent» au A-calcul simplement typé avec
récursion (et enregistrements), et que le systeme de sortes est similaire au systéme de types simples
de Curry. Il existe une différence cependant, qui est I'existence de deux constantes de sortes R et
T, en relation de sous typage: I' - 7 :: R implique I' -7 :: T.
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Il est possible d’utiliser cette analogie entre notre systeme de types et A, pour prouver certains
résultats sur BF¢. On peut par exemple définir une relation d’égalité entre types ~, qui correspond
a la béta-conversion, et prouver une propriété équivalente a la préservation du typage pour le
systeme de sortes.

Définition 14.4 (Egalité des types) On note —g, la relation de réduction sur les types telle
que

((At".7)o) —pu T{0/t} (ut".7) =gy T{H"T [t}

On note ~ la plus petite congruence qui contient la Su-conversion. On montre, par analogie avec
le A-calcul simplement typé, que cette notion d’équivalence préserve la sorte des types. C’est-a-dire
que I'-7 :: ket 7 ~ o, implique I' - o :: k.

On peut également prouver que cette relation de réduction est Church-Rosser.

Lemme 14.1 (La conversion entre types est Church-Rosser) Soit 7 et o deux expressions
de types, alors T ~ o si et seulement s’il existe un type ¥ tel que T i>,3# Y eto im# 9.

Preuve On prouve ce résultat par analogie avec PCF [[7]. Une preuve directe, basée sur la
technique de preuve de ce résultat dans le A-calcul pur, n’est pas tres compliquée. |

Cette derniére propriété implique par exemple que si 7 ~ (Vt C 0. 7), alors 7 = [0, : 1] et
7 % (0 — ). Plus précisément, on ne peut pas identifier entre eux les types fonctionnels, les types
enregistrements et les types quantifiés. Nous nous servirons de cette propriété dans la preuve de
conservation du typage, dans le chapitre [[3.

14.2.1 Sous-typage en largeur

La relation C, est définie dans la figure [4:4. On qualifie cette relation de sous-typage en
largeur, car elle vérifie une propriété équivalente a la propriété [[Z.1].

Proposition 14.2 Soit I et J deux ensembles finis d’indices tels que I C J et T' & [1; : Tiie.l] R,
alors: T [1; : '] © [1;: "¢ ].

Preuve La preuve se fait par induction sur la taille de J \ I. (|

Nous montrons aussi, dans la section [5.2.9, que le jugement ' + [o,l:7] C [l : o], implique
que 7 ~ o. Ainsi la régle (wsubt updt), qui est la régle la moins usuelle dans la définition de la
figure [4.2, peut s’interpréter de la manieére suivante: si I'enregistrement o & un champ [ de type
7, alors on peut I’étendre avec {l : 7} sans le modifier.

Intuitivement, la relation de sous-typage en largeur est équivalente, sur les types enregistre-
ments de la forme [I; : 7;°S”], & la relation de matching introduite par K. BRUCE dans [23] (voir
équation P0.10 (p. [74)). Cependant ces deux relations ne sont pas comparables car, dans notre
formalisme, nous pouvons comparer des types de la forme [t,[: 7] — ol ¢ est une variable de sorte
R-oul[o,l:7],l:7"].

14.2.2 Sous-typage général

Si on compare la relation C, avec la relation de sous-typage < définie au chapitre [4, on peut

faire deux remarques.

— la relation C permet de poser des contraintes plus précises. Ainsi, supposons que P soit un
terme de type 7. La contrainte 7 C [] : o], signifie que P est un enregistrement qui possede
un champ [ de type o. Alors que la contrainte 7 < [ : o], signifie que P est un enregistrement
qui possede un champ [ dont le type est «plus précis» que o;
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'k« (sCt)el

(wsub ax)
I'kFsCt¢
I'FrC9 T'HFI9Co
(wsub trans)
I'F7Co
FFoC[l:7]

(wsub updt)

F'klo,l:7T]C0o

I'trak 7~

o
(wsub eq)

Ftlo,l:7] =R TFoLCo

I'F7Co
I'Fo =R
F'FoC[]

(wsub void)

(wsub cong)

Tk[o,l:7]C [0’ ,l:7]

Lk[[o,k:9],l:7]: k#£1
(wsub swap)

TH[[o,k:9],l:7]C[[o,l:7],k:0]
FtakFTCo 'k(ro):x TFHrTCT

(wsub app)

(wsub lam)

I'EAth. T C Ath.o 'k (r0) E (770)

Fig. 14.2: Sous-typage en largeur: C

— la relation C n’est pas intéressante pour le sous-typage des termes, car elle n’est pas assez
générale.
Pour ces raisons, on utilise C dans la quantification (V¢ C 7.0), car on veut imposer les contraintes
les plus fines possible sur les types, et on définit une relation < plus générale pour sous-typer les
termes. Cette relation est définie dans la figure [4:3. La différence principale avec la relation

'k (t<7)el

(sub ax)
't

'c7<9 THYI<Ko
I'Fr<o
I'sukbFoukr TDitwrkb7Tk
I't<surkkF7<0
I'Fupthor < ps™.o
T'taekbE7r7<0o

(sub trans)

(sub lam)

(sub rec)

I'FrCo
'r7<o
Pklo,l:7] =R
'Fo<o 'Fr<7
Pklo,l:7]< [0’ ,1: 7]
'br—o T
' <t Tro<do

/

(sub width)

(sub over)

(sub arrow)

I'tr-o0<7 >0

't(ro) in ThETLT

T'FAth .7 < Atf.o 'k (r0) < (7o)

Fig. 14.3: Sous-typage: <

homonyme du chapitre [4, consiste en I’ajout de conditions annexes qui permettent d’assurer que
les types sont bien sortés. On remarque que les hypotheses de la régle (sub rec) impliquent que,
dans le jugement I' - ut®.7 < ps™.0, la variable ¢ n’apparait pas dans o et s n’apparait pas dans
T.

14.3 Typage des termes

La base du systeme BF¢, qui est défini dans la figure [44, est le systeme de types simples B,
donné a la section [[T2. Pour obtenir le systeme BF, il suffit d’ajouter quatre nouvelles regles a
B:

— la regle d’affaiblissement, cf. proposition [T1];

— une regle pour sous-typer les termes, comme dans B¢, qui utilise la relation <;
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— deux regles pour généraliser et instancier un type, qui utilisent les contraintes t C 7.

'k (u:0)el Fax:7HP:0 z¢dom(T)

t t b
T'Fu:o (type ax) 't A)P:17-0 (type abs)
'P:7-0 I‘I—u:T(t ) F'EP:[l:0] (t )
€ a _ € se
'k (Pu):o ypeapp 'E(P-l):0o i
i (type void) TFP:o TFQ:r (type over)
LE[]:[] I[P, l=Q]:[o,l:7]
FTu:tHP:0 u¢gdom(T) 'P:o TFHQ:0o
(type new) (type par)
I'@wwP:o Fr(P|Q):o
'kP:7 (u:T)el 'kP:7 (u:7)el
(type decl) (type mdecl)
F'{u<=P):o P{(u=P):o
I'7<o0o Fl_P:T(t b) I'-P:o FI’I—*(t K
€ su € wea.
TFP:o P IT'FP:o P
'F7’Cr THP:(VtCT.0) I'tCrHP:o

(type inst) (type gen)

T'FP:o{T/t} r-P:(VtCr.0)

Fig. 14.4: Systeme de types avec polymorphisme contraint: BF ¢

Il existe dans la littérature (informatique) de nombreux systémes de types similaires a
BF¢, utilisés dans le typage de langages & objets. On parle ici du systéme restreint a la partie
fonctionnelle du calcul. On est donc dans un cas similaire & celui de F<. Mais, contrairement
a F<, le systeme BF¢ n’a jamais été étudié en lui-méme, ni formalisé. En particulier il n’existe
pas de preuves de préservation du typage. On trouve beaucoup de systemes de types qui allient
types d’ordre supérieur et récursion, et qui sont utilisés pour donner des considérations générale
sur le typage des objets: comme comparer différents systemes de types entre eux, par exemple.
Ainsi, BF¢ est similaire au systeme de types utilisé dans [24], pour comparer divers codages des
calculs d’objets. Une description plus complete de ce systeme, sans la récursion, peut étre trouvée
dans [I06]. 11 y a quelques différences cependant: nous n’avons pas de type le plus grand T(x), ni
de type existentiel, par contre nous utilisons la récursion sans restriction sur la sorte des types.
Le systeme BF¢ est aussi tres similaire a celui utilisé par J. MITCHELL dans [I00], mis & part que
nous utilisons la relation de sous-typage en largeur dans la quantification bornée.

Dans la section suivante, nous montrons la propriété de préservation du typage pour BF.
Théoréme 14.3 (Préservation du typage) SiT'HFP:7 et P— P, alorsT - P : 7.

La preuve de ce théoreme est longue et assez technique, de plus la méthode de preuve employée
differe sensiblement de la technique utilisée, pour la méme propriété, dans les systemes avec types
d’ordre supérieur. Plus précisément, dans les systémes qui possedent une regle de conversion entre
types, comme (wsub eq).

Dans ces preuves, comme par exemple pour FX [33] et les systemes de types pour les calculs
d’objets [B, chapitre 20] [49, chapitre 7], on utilise un systéme intermédiaire simplifié, dans lequel
les types sont sous forme normale. Ceci permet de se passer de la regle — problématique — de
béta-réduction.

Comme nous avons un opérateur de récursion dans les types de BF¢, cette méthode de preuve
n’est pas utilisable: il n’y a pas de résultat de normalisation forte pour le A-calcul simplement
typé avec récursion. Néanmoins, comme nous n’avons pas de regle de sous-typage entre les type
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quantifiés (’équivalent de la régle de FUN [2R]) il nous est possible de donner une preuve directe,
qui utilise un raisonnement sur la forme des termes.

14.4 Sireté du typage

Dans cette section, nous définissons formellement la notion d’erreurs d’exécution pour notre
calcul, et nous prouvons qu'un terme bien typé dans BF¢ ne peut pas provoquer d’erreur.

Comme nous 'avons dit précédemment, la présence des enregistrements dans la syntaxe des
termes de 7* suffit pour introduire une notion de processus erreurs. Ainsi nous n’avons pas besoin,
comme dans le A-calcul, d’introduire de nouvelles constantes de types — comme int,bool,... —et
des opérateurs primitifs sur les structures de données. Ces erreurs sont, par exemple, des processus
qui contiennent une sélection a un champ manquant dans un enregistrement, comme dans le terme
([]-1). D’autres formes d’erreurs sont, par exemple, la sélection sur une fonction: ((Az)P) -1,
Papplication sur un enregistrement: [ P,l = @ ]a, Uapplication ou la sélection d’une ressource.

Définition 14.5 (Erreurs) Une erreur élémentaire est un processus engendré par la grammaire
suivante, ou P est un processus quelconque:

E a= (101 (]a)] (P.1=Q]a)| (Ax)P)-I
| ((uePya) | ((ueP)-0) | (u=P)a) | ((u=P) 1)

Une erreur est un processus qui contient au moins une erreur élémentaire. Ainsi P est une erreur

si il existe un contexte C, et une erreur élémentaire F, tels que P = C[E]. Finalement, on dit que
A~ . *

le processus P est sur, si pour tout processus @ tel que P — @, on a () n’est pas une erreur.

Il est facile de montrer qu’une erreur élémentaire ne peut jamais étre typée, c¢’est-a-dire que pour
toute erreur élémentaire F, il n’existe pas d’environnement I'; et de type 7 tel que I' - FE : 7. Par
conséquent, une erreur n’est pas un processus typable. Or, d’apres le théoreme [[4.3, un processus
conserve son type au cours d’une réduction. Par conséquent un processus bien typé ne peut pas
se réduire en un processus erreur

Théoréme 14.4 (Stireté du typage) SiT'F P: 7 et P 5 Q, alors Q n'est pas une erreur.

Avant de passer a la preuve de la propriété de conservation du typage pour BF ¢, il est intéressant
de voir comment ce systeme peut étre modifié. Tout d’abord, il est possible d’étendre la syntaxe
des types avec un type «le plus grand» T. On ne consideére cependant pas des types T pour chaque
sortes, contrairement aux types T (k) introduit par B. PIERCE [006], mais un seul type, qui a la
sorte T. Il faut noter que dans les systéemes de types d’ordre supérieur, on ne consideére pas de type
le plus petit — qu’on peut interpréter par (V¢ C T .t) — car ceci peut introduire des inconsistances
dans le systeme de types.

Nous ne montrons pas dans cette thése que le systeme BF ¢, étendu avec T, vérifie la propriété de
conservation du typage. Disons simplement que ’ajout du type T ne complique par outre mesure
la preuve donnée au chapitre suivant. La différence principale est qu’on peut avoir un sous-typage
non trivial avec les types quantifiés, c¢’est-a-dire qu’on peut montrer que (Vi C7.0) < T.

Une deuxieme généralisation possible est d’ajouter un opérateur de quantification borné pour
la relation de sous-typage la plus générale <, c’est-a-dire un opérateur de la forme (Vt < 7. 0).
Encore une fois, ceci ne bouleverse pas la preuve de la propriété de conservation du typage.
Cependant, comme nous allons utiliser le systeme BF¢— dans cette thése — uniquement pour définir
Iinterprétation du type des objets extensibles (cf. chapitre BU), nous nous restreignons & 1’étude
des opérateurs qui sont directement nécessaires a cette tache.
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CHAPITRE 15

Preuve de la préservation du typage

CE CHAPITRE EST ENTIEREMENT DEVOLU & la preuve du théoréme [4.3. On utilisera le

symbole <, pour désigner soit <, soit C, dans les contextes ou on prouve des résultats qui
sont vrais pour ces deux relations. On utilisera la notation I' - 7, pour représenter les jugements
dela forme'F*, oul'F7 koul'Fodm,oul' FP:7T.

Nous supposons que tous les jugements, les environnements et les types utilisés sont bien
formés. Cette hypothese n’est pas exagérée, en effet on montre le résultat suivant.

Lemme 15.1 Si ' F J, alors T est bien formé, c’est-a-dire que I' - %. De plus, si ' - o < 7,
alors o et T ont la méme sorte, c’est-a-dire qu’il existe une sorte k telle que ' o itk et I'F 721 K.

On peut également montrer que la regle d’affaiblissement est valide pour tous les jugements.
C’est-a-dire que, si I' = J et I,V %, alors I\ + J. La preuve de ce résultat nécessite
de considérer les jugements modulo a-conversion des types et de montrer une propriété de
renommage des variables. Nous omettons cette preuve ici.

Avant de s’intéresser a la preuve de la propriété de préservation du typage, nous montrons un
ensemble de propriétés préliminaires. Ces lemmes, et particulierement les lemmes de substitutions,
sont classiques dans les preuves pour les systemes de types avec polymorphisme. Par contre, les
propriétés «d’analyse», prouvées a la section [[5.2 et [5.3, sont moins usuelles.

15.1 Propriétés de substitutions

Nous commencons par montrer que la sorte d’'un type est préservée par substitution. Nous ne
définissons pas la notion de substitution pour les types et les environnements: o{7/¢} et T'{7/¢}.
Les détails de ces opérations sont standards. Disons néanmoins qu’on suppose avoir renommé
les variables de types liées par une récursion, une abstraction, ou une quantification bornée, afin
d’éviter les captures.

Lemme 15.2 (Lemme de substitution pour les sortes)

- STt wI'bExetDbE7 ek, alors T {T/t} F *;
—siltarwI'FoxetDlET ok alorsTI{T/t} Eo{T/t} 2 x;
~siTtCI9 oy, et THY sk, et D71 ik, alors D, I{T/t} b o{T/¢} 2 x.

115
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Preuve La preuve est faite par induction sur I'inférence de I',t :: x,I' - 7 et de
TtCII o . O

Nous prouvons ensuite une résultat équivalent pour les autres jugements.

Lemme 15.3 (Lemme de substitution)

(i) SiTtCrI'FJ, etTF1' T, alors T,I{7 /t} - T{T'/t};
(i) siT,s <tz kI'FJ, et D7 <7, et T F 7k, alors T,0{T /s H{T/t} - T{T' /s HT/t};
(t9i) siTx:7IVFP:o et bFy:7, alors T, - P{y/x} : 0.

Preuve On prouve la premiere propriété par induction sur I'inférence du jugement I';t C 7,IV - 7.
Nous laissons de coté la preuve pour les jugements de sortes et de types, et nous n’étudions que
les jugements de sous-typage. Pour la suite de cette preuve, A désigne I’environnement I',t E 7,I",
et A’ dénote T.I"{7'/t}. On suppose que A - 9 < o et que I' - 7/ C 7, et on prouve que
A+ 9{T"/t} < o{7'/t}. Cette preuve se ramene & une étude de cas sur la derniere régle utilisée
dans l'inférence de A+ 19 < o.

— cas (wsub ax): le type ¢ est égal & la variable s, et on a (s C o) € A implique A+ s C 0. Le
cas intéressant est celui ol s est égal a t. Par hypotheése, on aI' = 7/ C 7 et par conséquent, en
utilisant I’affaiblissement, on peut prouver que I'\T"{7'/¢} 7/ C 7. La preuve est similaire
dans le cas (sub ax);

— cas (wsub eq): il existe une sorte x telle que A F ¢ :: k, et ¥ ~ 0. Par analogie avec le
A-calcul, on peut montrer que ¥ ~ o implique 9{7'/t} ~ o{7’/t}. Le résultat est obtenu en
utilisant la régle (wsub eq), et le lemme [[5.9, qui sert & prouver que ¥{7'/¢} est bien sorté;

— cas (wsub trans) et (sub trans): il suffit d’utiliser ’hypothese d’induction deux fois;

— cas (wsub void): le type o est égal a [ ] et, avec 'hypotheése AF ¥ :: R,ona AFJYC[].
11 suffit d’utiliser le lemme pour prouver que A’ - 9{7"/¢} :: R et la régle (wsub void).
La preuve est similaire dans les cas (wsub updt), (wsub cong), (wsub swap), (wsub lam),
(wsub app), (sub over), (sub arrow) et (sub rec).

Les propriétés (ii) et (iii) sont prouvées de maniére similaire. O
Dans cette preuve on démontre un résultat plus fort pour un cas particulier de la propriété (i):

si() Tt CrI"FP: 71, et T -7 Cr,alors (b) I,IV{7'/t} F P : 7, et on a une preuve pour le
jugement (b), qui a moins d’occurences des régles (type inst) et (type gen) que la preuve de (#).

Le lemme de substitutions permet de simplifier les jugements d’inférence de type. En effet, si
on compose les régles (type gen) et (type inst), on obtient une regle dérivée (type cut), telle que:
'tCrt-P:0 THTCT
I'FP:o{m/t}
Nous montrons que, pour tout jugement de types, il est possible de trouver une inférence de type

«sans cut». C’est un résultat qui ressemble a ’élimination des coupures dans les systemes logiques,
bien que sa preuve soit beaucoup plus simple.

(type cut)

Corollaire 15.4 Tout jugement de type valide posséde une prewve ot aucune utilisation de (type
inst) ne suit immédiatement une utilisation de (type gen).

Preuve 1l suffit d’utiliser le lemme [[5.3-(7) pour remplacer I'utilisation de la régle dérivée (type
cut). Ce processus termine, en effet on n’introduit pas de nouvelles utilisation des regles (type
inst) et (type gen). O

On montre en fait un résultat plus fort: a partir d’'une preuve de I' H P : 7, on peut construire
une preuve qui vérifie la condition du corollaire [[5.4, et qui utilise moins les reégles (type inst) et
(type gen). On peut aussi montrer diverses propriétés sur les environnements.

Lemme 15.5 (Renommage des variables) On peut renommer les variables définies dans un
environnement: siI'F P : o, et y ¢ dom(T'), alors T{y/z} - P{Y/z} : 0.
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Preuve La preuve est faite par induction sur l'inférence de I' = P : 0. Elle nécessite de montrer
tout d’abord que ' * et y & fn(T'), implique T'{¥/z} F *. O

Lemme 15.6 (Permutation)

- SiTtCrI'EP: o, et DTV Ex, ett & (lY), alors T, I/t C7FP:o;
—silx:7TIVEP: o, et T\ IV F %, et ¢ ¢ dom(I"), alors T,V x: 7+ P:o.

Preuve La preuve est faite par induction sur Uinférence de Tt C 7.1V - P : o (resp. Tz : 7.1V
P : 0). On doit montrer préliminairement que I',x : 7,I" F %, et I',T” - %, implique I'\IV « : 7 F +.00

15.2 Analyse des jugements de sous-typage

On peut simplifier I'utilisation des régles (type inst), (type gen), (type weak) et (type sub), dans
un jugement de types, de plusieurs manieres. Par exemple, on peut substituer plusieurs utilisations
de la régle (type sub) par une seule utilisation de cette régle: ceci découle de la transitivité de la
relation <. De méme pour (type weak). On peut également échanger 'utilisation des reégles (type
inst) et (type weak), et des regles (type sub) et (type weak).

Une autre simplification est donnée par le corollaire [5.4: on peut simplifier une utilisation de
(type gen) suivie par une utilisation de (type inst).

Toutes ces simplifications nous permettent d’écrire les preuves sous une «forme canonique». En
particulier, dans toutes les preuves suivantes on considere que les conditions de la définition [[5:1]
sont, vérifiées:

Définition 15.1 (Forme canonique d’une preuve I' - P : T)

— il n’y a jamais deux utilisations consécutive des régles (type sub) ou (type weak);

— il n’y a jamais utilisation de (type gen) suivie de (type inst);

— on remplace n utilisations successives de la régle (wsub app), par une utilisation de la régle
dérivée (wsub n-app) suivante.

'k (roy...0n) ik THTCT
Tk (roy1...00) C (Fo1...00)

et nous supposons qu’il n’y a jamais plusieurs utilisations successives de (wsub n-app). Nous
faisons de méme avec la régle (sub app).

(wsub n-app)

Dans cette section, on étudie d’autres simplifications possibles. Nous commengons par mon-
trer que les jugements de sous-typage entre types quantifiés sont inutiles. Ce résultat s’explique
intuitivement en notant que, mis & part dans la régle (wsub eq), il est impossible de comparer des
types quantifiés.

Lemme 15.7 (Sous-typage des types quantifiés)

(i) SiTEnCm etng~ M CT.0), alorsm ~ (Yt C1.0);
(i) siT'Fno<m etno~ (M Cr7.0), alorsm ~ (Yt C71.0);
(t5i) siTFMtE7.0) < (Mt C 7' .0), alorsT ~71" et o ~o’.

Preuve On prouve la premiere propriété par induction sur l'inférence de I' - 19 C 7;. La preuve
se ramene a une étude de cas sur la derniére regle utilisée dans cette inférence. En utilisant le
lemme [[471], on peut montrer que 7y ne peut pas étre une variable, un type fonctionnel ou un
enregistrement. On a donc un nombre restreint de cas a étudier.
— cas (wsub trans): on utilise 'hypotheése d’induction deux fois, puis la transitivité de la
relation ~;
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— cas (wsub n-app): il y a n + 2 types: 0y, 01, et ¢1,... ¢, tels que g = (Bpp1...dn), et
m = (0101...0,), et T'F 0y C 0;. On fait une étude de cas sur la régle utilisée avant (wsub
n-app) dans l'inférence de ' F 19 C ;.

— cas (wsub eq): on a 6y ~ 61, et donc ny ~ 7y;

— cas (wsub ax): on ang ~ (t ¢1...¢,), ou t est une variable de type dans le domaine
de I'. Ce cas est donc impossible, puisqu’il contredit I’hypothese que 79 ~ (Vt C 7. 0)

(cf. lemme [41));

— cas (wsub trans): il existe un type 62, tel que T' - 6y C 0y C 6;. Par Conséquent,
en utilisant la régle (wsub n-app), on obtient deux dérivations plus petites: T' F 7y C
(0201 ...0n), et TF (0201 ...¢,) C n1. Le résultat suit de 'hypothese induction;

— cas (wsub lam): il existe une sorte s telle que 0y = Atk.0), et 6, = Atk.0], et
't 2 k F 6) C 0. Par conséquent, en utilisant le lemme [5.3-(¢), on peut exhiber
le jugement de sous-typage suivant (dont ’arbre d’inférence est plus petit que celui de
TrEnCm): T (05{P1/t}2...dn) T (01{01/t}da ... d,). Le résultat suit en utilisant
I'hypothese d’induction et le fait que ng = ((At.00)d1 ... ¢n) ~ (05{P1/t} 2 ... dn).

On prouve maintenant la seconde propriété en utilisant une méthode similaire. Supposons que
TEmny < mi, et queny ~ (VEE 7.0). Comme 79 est équivalent & un type quantifié, la derniere
régle ne peut pas étre (sub ax), (sub arrow) ou (sub over): c’est une conséquence directe du
lemme T2

— cas (sub trans): on utilise 'hypotheése d’induction deux fois pour montrer le résultat;

— cas (sub width): c’est une conséquence directe de la propriété (i) montré plus haut;

— cas (sub rec): il existe deux types, 0} et ), tel que ny = ust.n) et m = upth.yl, et
Iys <t :: kFnj <nj. Une autre condition est que s n’est pas libre dans 1] et que t n’est
pas libre dans nj,. En utilisant la régle de ~ pour le dépliage de la récursion, on peut prouver
alors que 19 ~ ny{70/s}. on a une égalité similaire pour 7;. Par conséquent, en utilisant le
lemme [5.3-(¢4), il en suit qu’il existe un jugement I' F n{{mo/s} < ni{m/¢}, de la méme
taille que I'ys < t it k F i) < nf. On peut alors prouver le résultat en utilisant hypothese
d’induction;

— cas (sub n-app): ce cas est exactement le méme que dans la preuve de la propriété (i),
ci-dessus, pour le cas (wsub n-app).

La propriété (iii) est une conséquence de la propriété (i) et du lemme [4]]]. O

Nous montrons qu’on peut généraliser le corollaire [5.4, en utilisant le lemme [5.7.

Corollaire 15.8 Tout jugement de type valide posséde une prewve ot aucune utilisation de (type
inst), ne suit immédiatement utilisation des régles (type sub) et (type weak), puis lutilisation de

(type gen).

Preuve Une premitre remarque, est que ’on peut remplacer I'utilisation de la régle (type sub)
suivie de (type weak), par 'utilisation de la régle (type weak) suivie de (type sub). Par permutation,
on peut donc se ramener dans un cas tel qu’on a une utilisation de (type gen), suivie de (type
weak), puis de (type sub), puis de (type inst). On se retrouve alors dans le cas suivant — on suppose
Iexistence d’un environnement A, bien formé, qui étend I’environnement I —:

I'tCr-P:o
F'EP:VtCr.0) :
AFP:(¥VtCT.0) AFMLCT.0)<(MC7 .0
AFP:(MtC7'.0") (§)

AFP:o'{T"/1}

(type gen)

(type weak)

(type sub)

(type inst)



15.2. ANALYSE DES JUGEMENTS DE SOUS-TYPAGE 119

Ot (£) est un jugement de la forme: W En utilisant le lemme —(iii), on peut prouver
T

que T ~ 7T et o ~0o',etdoncque AT CETet 't C 7F P: o' De plus, si on utilise I'a-
conversion pour choisir ¢ différent des variables de A, on montre que ce dernier jugement implique
que At C 7+ P:o’. Cest un équivalent du lemme de permutation (lemme [5.6). On peut donc
remplacer I'inférence précédente par ’arbre de preuve suivant:

AtCTHFP:0c o~0o
AtCTHP:0o ) 7~7

t -~ @ @@ @@
AFP:(VtCr1.0) (type gen) AFT"CrT )
7 (type inst)
AFP:o{T"/t}
11 suffit alors d’utiliser le corollaire [[5.4, pour obtenir le résultat attendu. |

Comme dans le corollaire précédent, on montre en fait un résultat plus fort: a partir d’'une preuve
du jugement I' P : 7, on peut construire une preuve utilisant moins les régles (type gen) et
(type inst), et qui vérifie les conditions du corollaire [[5.§.

En nous basant sur ce dernier résultat, on peut ajouter une condition & la définition de preuve
canonique (cf. définition [5.1]).

Définition 15.2 (Addendum & la définition [5.1))

— il n’y a jamais utilisation de (type gen), suivie de (type weak) et (type sub), puis de l'utili-
sation de (type inst).

15.2.1 Analyse des types fonctionnels

Nous montrons que la relation de sous-typage en largeur est «triviale» lorsqu’on ne compare pas
des types enregistrements: si I' - (o9 — 79) C (01 — 71), alors og ~ 01, et 71 ~ 71. Nous montrons
aussi un résultat pour la relation de sous-typage plus générale <: si I' F (0¢g — 79) < (01 — 71),
alors 01 < o0 et 79 < 711

Lemme 15.9 SiT'Fng C 0y, et ng ~ (09 — 70), alors m1 ~ 1. SiT'Fng < m1, et ng ~ (00 — 70),
alors il existe deuz types, o1 et 71, tel que n; ~ (01 — 1), et 01 < 09, et 79 < 71.

Preuve La preuve de la premiére propriété est une analyse par cas sur la derniere regle du
jugement I' 79 C 7;. Elle est similaire a la preuve du lemme [5.7.

Dans cette preuve, on utilise le fait que la derniére régle ne peut pas étre (wsub ax), (wsub
void), (wsub cong), (wsub swap), (wsub updt) ou (wsub lam). Résultat qui est une conséquence
du lemme [[Z7]]. Dans le cas de la régle (wsub n-app), on utilise le fait que le type (¢ ¢1 ... d,), ol
t est une variable de type, ne peut pas étre équivalent a un type fleche.

La preuve de la seconde propriété est, elle aussi, tres similaire a la preuve du lemme [5.7.
L’unique cas nouveau, est que la derniere régle utilisée dans I'inférence du jugement peut étre (sub
arrow). Dans ce cas le résultat est trivialement vrai. O

Corollaire 15.10 SiT'F (0¢ — 70) < (01 — 71), alors o1 < og et 190 < 71.
Preuve On prouve cette propriété en utilisant le lemme [[5.9 avec ’hypotheése que 79 = (o9 — 70),

et que 11 = (02 —72). On utilise aussi le fait que (o1 —71) ~ (02 —72) implique o1 ~ 09 et 71 ~ 7o,
qui est une conséquence du lemme [Z.1]. O
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15.2.2 Analyse des types enregistrements

Nous montrons maintenant quelques propriétés sur le typage des enregistrements. Soit I'
o<l : 7 le jugement défini par les regles suivantes.

Définition 15.3 (Sélection) Le jugement I' - p <l : 7 permet d’associer & un enregistrement p,
le type de son champ I.

Pko<l:7 k#I I'o<l:7t o~0
(sel ok) (sel next)
Cklo,l:7]<l:T Pklo,k:0]<l:T Pko<l:T

FF(o¢r...0n)<l:7 (tEo)el

Pt gr...0n)<l T

(sel eq)

(sel var)

Lemme 15.11 (Quelques propriétés du jugement I' - p <l : 7)

(2) Il n’existe pas de types o, et d’étiquette I, tels que o ~[] et T'F o<l :7;
(it) siT'F o<l 1, et Dk o1 <l: 7, et po ~ 01, alors 7o ~ T1;
(iit) sil'Fo<l:TetT~o0, alorsT'F p<l:o;

() siTHE<l:Tetk#letE~]o,k: o], alorsTFop<l:T.

Un corollaire de la propriété (i) est que le jugement I' - [ ] <l : 7 n’est pas prouvable. Un corollaire
de la propriété (ii) est que I' F p<l : 7 et T'F p<l : o, implique 7 ~ o. Un corollaire de la propriété
(iv) est que ' [p,k:0]<l:7et k#1 implique '+ p<l: 7.

Preuve On prouve la premiere propriété par ’absurde. Supposons que I' - p <l : 7. La derniere
régle de cette dérivation ne peut pas étre (sel var), ou (sel next) ou (sel ok). Si la derniére regle est
(sel eq), on se retrouve & prouver la méme propriété sur une inférence plus petite. Par conséquent
il y a contradiction.

Soit (D0) et (D1), les dérivations T - gg<il : 79 et T'F 91 <l : 7. On prouve la seconde propriété
par induction sur le couple: (taille de (DO0); taille de (D1)), en utilisant l'ordre lexicographique.
On fait une étude par cas sur la derniére régle de (DO).

— cas (sel eq): dans ce cas, il existe un type g2, tel que g2 ~ go et T'F g2 <l : 79. En utilisant
la transitivité de ~, il en suit que o1 ~ 0o et, par induction, 7y ~ 79. On peut utiliser la
méme preuve dans le cas o (D1) termine par (sel eq). Par conséquent, dans le reste de la
preuve, nous ne considérons plus ce cas;

— cas (sel ok): on a gg = [¢',1: 79]. Par conséquent (D1) se termine par la régle (sel ok) ou
(sel eq). Dans le premier cas, on a 71 = 7o, c’est-a-dire le résultat attendu. Il faut remarquer
que la derniére regle de (D1) ne peut pas étre (sel next) ou (sel var): ce résultat est encore
une conséquence du lemme [Z1];

— cas (sel next):onagy=[0,l:7],et T'F o <l: 7. Par conséquent (D1) se termine par
(sel next) ou (sel eq). Dans le premier cas, le résultat découle directement de I’hypothese
d’induction. Le second cas a été traité dans le premier item;

— cas (sel var): la preuve est la méme que dans le cas précédent.

La propriété (iii) est prouvée par induction sur U'inférence de T'F g <l : 7. Le seul cas intéressant,
est celui ol la derniere régle utilisée est (sel ok). Dans ce cas, on a o = [¢',l: 7]. Or, comme ~
est une congruence, on prouve que o ~ T implique o ~ [¢',l: o ]. Le résultat découle alors de
Pemploi de la regle (sel eq).

On montre maintenant la propriété (iv). Supposons que I' - <l : 7 et & ~ [p,k:0]. La
propriété (iv) est prouvée par induction sur la structure de la dérivation I' - €<l : 7. Comme dans
la preuve de la propriété (ii) (cf. cas (sel ok)), on montre que la derniere régle ne peut étre que
(sel next) ou (sel eq).

— cas (sel next): on a & = [¢/,k:0'], avec p ~ ¢’ et 0 ~ o'. En utilisant ’hypothese

d’induction, on montre alors que I' F ¢’ <1 : 7. Le résultat suit alors de la reégle (sel eq);
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— cas (sel eq):onaf ~ ¢ et T'F &<l : 7. La premiére hypothese implique que &' = [p,k : o].
Il suffit donc d’utiliser I’hypothese d’induction pour montrer le résultat attendu.
(I

Nous montrons que si I' - p<l: 7, alors [ : 7 fait partie de p. Plus exactement, on a le résultat
suivant.

Lemme 15.12 SiTFp<l:7 etTF ot R, alorsTHoC[l:7].

Preuve Supposons que I' - p :: R, et I' - o<l : 7. Nous prouvons le lemme [[5:T7 par induction
sur la structure du jugement I' - o<l : 7.

—cas (sel ok):onap=[o,l:7]etF[o,l:7]:: R. La derniere hypothese implique que
L'k o :: R. Par conséquent, en utilisant régle (wsub void), on a I' - ¢ C [ ], et en utilisant
la regle (wsub cong): 'k [o,l: 7| C[l:7];

— cas (sel next):onap=[c,k: 0], etk #[. On utilise 'hypothése d’induction pour prouver
que I' F o C [1l: 7]. Par conséquent, en utilisant les régles (wsub cong) et (sub swap), on
obtient que: ' [o,k: 0] C[l:7mk:0]C[l:7];

— cas (sel var): ona p = (t ¢1...¢y), et il existe un type 0 tel que (¢t C 6) € I'. On utilise
I’hypothese d’induction pour prouver que I' - (6 ¢ ... ¢,,) E [1 : 7]. Or, en utilisant les régles
(wsub ax) et (wsub n-app), il est possible de montrer que T' F (¢t ¢1...¢,) T (01 ... dn).
Le résultat suit alors de la regle (wsub trans);

— cas (sel eq): le résultat suit de la regle (wsub eq).

(|

Nous montrons maintenant que si g9 T 01, et si [ : 7 est dans o1, alors ce champ est aussi
dans gp. On montre la méme propriété avec la relation <. Cependant, dans ce dernier cas, il faut
prendre en compte le sous-typage en profondeur.

Lemme 15.13 SiT'F g9 C o1 et ' o1 <l : 7, alorsT'F pg<l: 7. De méme, si ' F gy < 01 et
I't o1 <l : 7, alors il existe un type o tel que ' pg<al .0, et I'Fo < 7.

Preuve Supposons que I' - g9 C o1 et I' F g1 <l : 7. La preuve est faite par induction sur
Iinférence de I' F gg C 0.

— cas (wsub ax): il existe une variable ¢, dans le domaine de T, telle que (¢t C o1) € T et
0o = t. Le résultat suit alors de la regle (sel var);

— cas (wsub eq): le résultat suit de la regle (sel eq);
— cas (wsub trans): on utilise I'hypotheése d’induction deux fois;

— cas (wsub void): ce cas n’est pas possible puisque, quelque soit le champ label I, on a
montré que I' F [ ] <l : 7 n’est pas prouvable (cf. lemme [5.11-(7));

— cas (wsub cong): on a g; = [0;,k : 0] (pour ¢ dans Pensemble {0,1}), et I'F0g C 0. Si k
est égal a [, alors I' - p1 <l : 6, et en utilisant le lemme [[5.11], il en suit que 6 ~ 7. De plus, en
utilisant I’hypothese d’induction, on montre que I' - gg <1 : 8. Par conséquent, en utilisant
(sel eq), on montre que I' - gg <1 : 7. La preuve, dans le cas k différent de [, utilise la régle
(sel next) et ’hypothese d’induction. La preuve est similaire dans le cas (wsub swap);

— cas (wsub updt): on a g9 = [01,k:0], et T F o1 C [k:0]. Supposons que k égal .
En utilisant 'hypothese d’induction et la regle (sel ok), on montre que I' - g1 < : 6. Cette
propriété implique que 6 ~ 7 (cf. lemme [[5.T1-(¢¢)). On peut alors prouver le résultat attendu
en utilisant le lemme [[5.TT+(é4). Si k est différent de I, on utilise la régle (sel next) qui permet
de montrer que I'F [p1,k: 0] <l:7desque 'k gy <l : 7

— cas (wsub lam): ce cas est impossible puisque le lemme implique que AtF.o = [o,1: 7]
et que AtF.o = (t ¢1...¢,). Par conséquent on ne peut pas utiliser la régle (sel eq), et donc
pour tout type o et champ [, le jugement I' - At*.o0 <1 : 7 n’est pas prouvable;
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— cas (wsub n-app): ona gy = (0o ¢1...0n), et 01 = (01 ¢1...¢Pn), et (§): T F 6y C ;. On
utilise une induction sur Uinférence de (f). Comme dans la preuve du lemme [[5.9, il n’y a
que quatre cas possible.

— cas (wsub ax): il existe une variable, disons ¢, telle que (t C 6;) € " et 6y = t. Le
résultat suit de la regle (sel var);

— cas (wsub eq): Comme ~ est «close par utilisation», on a gg ~ 1. Le résultat suit de
la regle (sel eq);

~ cas (wsub lam): on a I';t =z k - ) C 0}, et 6, = At*.0. (pour i € {0,1}). Par
conséquent, g; ~ (0:{®1/t} ¢a...d,). Le résultat suit de ’hypothese d’induction et du
lemme [5.3(4);

— cas (wsub trans): il existe un type 62, tel que T' - 6y C 0o, et T F 62 C 6.
Par conséquent, en utilisant la regle (wsub n-app), on obtient deux sous preuves:
TF o C (0 ¢1...0n), et T F (02 ¢1...0,) C p1. Le résultat s’obtient alors en
utilisant ’hypothese d’induction.

La preuve de la seconde propriété est faite d’'une maniere similaire.
O

Tout ces résultats, nous permettent de prouver une propriété équivalente & la proposition [2.3.

Corollaire 15.14 SiT'F [&,01:7] < [p,l:0], alorsTHF 1< 0. SiTFH [, l:7] < [k:o] et
k#1, alorsTHEL [k:o].

Preuve Pour la premiére propriété, on remarque que ' - [p,l: o)<l :o,etque T F [, : 7]l : 7.
Par conséquent, en utilisant le lemme [[5.13, on obtient que I' F 7 < o. Pour la seconde propriété,
on utilise 'hypothese T' - [£,1:7] < [k: 0], et le fait que T' F [k: 0] <k : o: en utilisant le
lemme [[5.13, on montre qu’il existe un type o', tel que T' - [£,l:7]<k: 0’ et T F o’ < 0. On
utilise alors le lemme [5.11], qui permet de prouver que I' F £ < k : ¢’. Pour finir, on utilise le
lemme [[5.19, qui implique que T'+ ¢ < [k : 0’], et done, par transitivité, que TH ¢ < [k:o]. O

15.3 Analyse des jugements de type

Par analyse des jugements de types, on entend des résultats qui permettent de donner le type
des composants d’un processus, a partir du type du processus. On peut, par exemple, donner des
résultats qui utilisent les propriétés d’analyse des jugements de sous-typage.

Lemme 15.15 Sil existe une preuve du jugement T' - wu)P : o, telle que seules les regles (type
inst), (type weak) et (type sub) sont utilisées aprés la derniere utilisation de (type new), alors il
existe un type o tel que Tyu: o P : 0.

Preuve Soit () la preuve du jugement I' F (vu)P : o qui utilise seulement (type inst), (type
weak) et (type sub) aprés la derniére utilisation de (type new). La preuve est faite par induction
sur linférence de (#). On étudie la derniére régle utilisée:

— cas (type new): le résultat est immédiat et découle de la définition de (type new);

— cas (type sub): il existe un type o', tel que I' - wu)P : ¢/, et I' F ¢’ < 0. Par conséquent,
en utilisant I’hypothése d’induction, on a I',u : ¢ = P : ¢’. Le résultat suit en utilisant la
regle (type sub);

— cas (type inst): il existe trois types: 71, 71, et o', tels que I' - ww)P : (Vt C 71 . 0') et
L'k 7 C7,eto=c{T/t;}. Par conséquent, en utilisant 'hypothese d’induction, on a
Tw:ok P: (Vt C 71 .0'). En utilisant I’affaiblissement on obtient que Tyu: ot 7f C 7. Le
résultat suit de l'utilisation de la régle (type inst);
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— cas (type weak): il existe un environnement I", tel que I'\I %, et I, - ww)P : 0. En
utilisant 'hypothese d’induction, on prouve que I';u : o = P : o. De plus, on peut utiliser
le lemme de renommage (lemme [5.5), pour choisir v ¢ dom(T',I"). Le résultat suit du
lemme [[5.9 et de la régle (type inst).

Lemme 15.16 (Analyse des jugements de types)

(@) SiT F wwP : 0 -7, alors il existe un type o tel que: Tyu: o+ P : o — 7. De méme, si
'k wwP:[o,l:7], alors il existe un type o tel que: Tyu: ob P:[o,l:7];
(i) siT'F (Ax)P : 0 — 7, alors il existe un type o tel que: Tyx: ob P:7, et T'F o < o
(#i1) siDH[R,1=Q]: [0,k : 7], alors il existe deux types, £ et o, tels queTHR: £ etTF Q : o,
et [€,1:0] < [o,k:T];
(iv) silF(P | Q):7,alorsTHFP:oetl'HQ:7;
(v) siT'F {(u <= P) : o, alors il existe un type 7 tel que (u:7) €T et TH P : 7.

Preuve On prouve la propriété (i). Considérons une preuve canonique du jugement (f) T' -
wuw)P : o — 7 (cf. définitions [5.1] et [[5.9). Nous prouvons par réfutation que cette preuve ne
contient pas d’utilisation de la régle (type gen) apres la derniere utilisation de (type new). Sup-
posons le contraire. Comme () est une preuve en forme canonique, on utilise la régle (type gen)
puis les regles (type weak) et (type sub). Par conséquent il existe un type de la forme (Vt C 7. %)
qui est sous-type de (o — 1), ce qui implique, d’apres le lemme [5.7-(ii), que (0 —7) ~ (Vt C n.9),
ce qui n’est pas possible (cf. lemme [[4]). La propriété (i) suit alors du lemme

Les preuves des propriétés (i7) & (v) utilisent des propriétés similaires au lemme [[5.15. Dans les
cas (ii) et (i4i), on utilise le fait qu’'on peut trouver un jugement de type I' - (Az)P : o — 7 (resp.
I'F[R,l=Q]:0), qui se termine par I'utilisation de la régle (type app) (resp. (type over)), suivi
par 'utilisation des regles (type sub) et (type weak). Dans la preuve de la propriété (i), on utilise
aussi le corollaire IHT0. d

15.4 Preuve de la conservation du typage

On prouve, tout d’abord, une relation entre le typage d’un processus et les contextes.
Lemme 15.17 (Types et substitutions)

— Soit C un contexte]] qui ne lie pas le nom u, ni les noms libres de P, et soit I un environ-
nement tel que (u:7) €T. SiTHClu]:0 et T'F P: 7, alorsT' + C[P] : o;

— les jugements de types sont préservés par les contextes, c’est-a-dire que si I' = P : 7, et
PQ:7,etTFCIP]: 0, alorsT+C[Q]: 0.

Preuve La preuve de lemme [[5.17 est faite par induction sur I'inférence de C, puis sur 'inférence
de T' F CJu] : 0. Cette technique de preuve nous permet de ne pas considérer les preuves du
jugement T' - Clu] : ¢ qui se terminent par l'utilisation des régles (type inst), (type gen), (type
weak) ou (type sub). C’est-a-dire les régles — & termes constants — de la foome ' P : 7y = Ak
P 7o

— cas C = [] et la derniére régle utilisée est (type ax): le résultat suit directement de
I’hypothese I' = P : 7;

— cas C = (Du) et la derniére régle utilisée est (type app):onal',z: 7,V F Dlz] : p1—02
et Tve : 7,V F w : o1 et Ty : 7,1V = P : 7. Par conséquent, en utilisant ’hypothese
d’induction, on obtient que I';z : 7.IV F D[P] : 91 — 02. Le résultat suit de 'utilisation de
la régle (type app). La preuve est similaire dans les cas C = (u = D), et C = (Q | D), et
C=[D,l=Q],et C=[R,l=D],et C=D-J;

1. On suppose que le trou du contexte C n’apparait pas en argument d’une application, ce qui permet de montrer
que C[P] est un terme bien formé de m*.
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— cas C = (Ay)D et la derniére régle utilisée est (type abs): par hypothese, y n’est
pas dans l’ensemble {z} U fn(P), puisque aucune variable de P n’est capturée par C. Par
conséquent, on a D,z : 7,1Vy : oo F Dz : g2 et T)x : 7,1V + P : 7. En utilisant la regle
d’affaiblissement, on obtient I',x : 7,1,y : o1 F P : 7. Le résultat suit alors de l'utilisation de
la regle (type abs). La preuve est similaire dans le cas C = wu)D.

La preuve du second résultat est similaire a celle que 'on vient de donner. |

On montre maintenant que le typage est préservé par équivalence structurelle.

Théoréme 15.18 (Préservation du typage par équivalence structurelle) SiT'F P : 7 et
P=P, alorsTHP :7.

Preuve On prouve le résultat de préservation, par induction sur l'inférence de P = P’, puis
sur 'inférence de I' H P : 7. Comme pour la preuve précédente, cette technique de preuve nous
permet de supposer que la derniére régle de la preuve de I' F P : 7 n’est pas (type inst), (type gen),
(type weak) ou (type sub). On se rameéne a une étude de cas sur la derniere regle de Uinférence
de P = P’. Nous utiliserons dans cette preuve la terminologie employée dans la figure B3, Dans
le cas de I’a-conversion, le résultat est directement obtenu par notre hypothese que deux termes
a-équivalents ont le méme type. Pour la regle qui implique que = est une congruence, on utilise
le résultat précédent (lemme [5.17).

— cas associativité: ona P = (P, | Q1) | Ry et P =P, | (Q1 | R1), et la derniere regle du
jugement I' = P : 7 est (type par). Par conséquent, ona ' (P, | Q1) :oet T'F Ry : 7, et
donc, en utilisant le lemme [5.16-(iv), I' - Py : o et I' F Q1 : 0. On obtient le résultat attendu
en utilisant deux fois la régle (type par). La preuve est similaire dans le cas symétrique:
P=P | (Q1 | Ri) et PP=(P1 | Q1) | Ry, et dans le cas de la régle de commutativité
gauche;

— cas extension de la portée: ona P = (Q1 | ww)Py) et P’ = wu)(Q1 | P1), et la derniére
régle du jugement I' = P : 7 est (type par). Par conséquent I' - Q1 : 0, et '+ wu)Py : 7. En
utilisant une induction sur Uinférence de (#) I' = wuw) Py : 7, il est possible de faire ’hypothese
que la preuve de (f) se termine par une utilisation de (type new). Dans ce cas simple, il suffit
d’échanger les utilisations des régles (type new) et (type app) pour obtenir un typage de P’.
La preuve est similaire dans le cas symétrique: P = (wuw)Py | Q1);

— cas distributivité sur le parallele: ona P = (P, | Q1)u et P’ = Py | (Q1u), et la derniére
reégle du jugement I' - P : 7 est (type app). Par conséquent, on a que (f) T'F (P | Q1) : 07T
et que '+ u : 0. Le jugement () et le lemme [[5.16-(iv) permettent de montrer que '+ P : o
et ' Q1 : o—7. Il suffit alors d’utiliser la reégle (type app), suivie de (type par), pour obtenir
le résultat attendu. Le cas symétrique, ainsi que le cas de la distribution de la sélection sur
la composition parallele, sont similaires;

— cas distributivité sur la restriction: on a P = (wu)Py)v, et P’ = wu)(Pyv), et u # v,
et la derniére régle du jugement I' = P : 7 est (type app). Par conséquent, il existe un type
otelque ' - wu)P, : 0 -7, et T'F v : 0. Le premier jugement et la propriété [5.16-(i),
impliquent qu’il existe un type g, tel que I'yu : o+ P; : 0 — 7. De plus, en utilisant la regle
d’affaiblissement, on montre que I'yu : ¢ - v : 0. Le résultat suit en utilisant la regle (type
app) suivie de (type new).

O

On prouve finalement que les jugements de types sont préservé par réduction, c’est-a-dire la
propriété donnée dans le théoreme [[£.3 — a la section [4.3 — que nous reproduisons ici.

Théoréme 14.3 (Préservation du typage) Sil'FP:7et P— P/, alorsT'F P’ : 7.

Preuve Le preuve est faite par induction sur linférence de P — P’, puis sur 'inférence de
I'F P: 7. Comme pour la preuve précédente, on peut supposer que la derniere regle utilisée n’est
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pas (type inst), (type gen), (type weak) ou (type sub). On se raméne alors & une étude de cas sur
la derniere regle de l'inférence de P — P'.

— cas (red context): on a comme hypothése que P — P’ et que E est un contexte
d’évaluation, et comme résultat que E[P] — E[P’]. le résultat découle de ’hypothese d’in-
duction et du lemme IHT4.

— cas (red struct): on utilise le théoréme [5.18;

— cas (red beta): on a P = ((Az)P)v et P — P;{v/z}. Par hypothése la derniére régle
utilisée dans le typage de P est (type app). Par conséquent, il existe un type o tel que
F'Fv:oetT'F Ax)Py : 0 — 7. En utilisant le lemme [[5.16-(i), on montre alors qu’on peut
prouver le jugement I''x : o P; : 7, tel que I' - 0 < p. De plus, en utilisant I’a-conversion,
on peut choisir z différent de v. Il suffit alors d’utiliser les régles (type sub) et (type weak)
pour prouver le jugement: I',x : o - v : p. Finalement, on utilise le lemme de substitution
(lemme [[5.3-(4i%)) pour obtenir le résultat attendu. C’est-a-dire: T'+ P {v/g} : 7;

— cas (red decl): Ona P = ({u < P1) | uay...a,) et P — Pyay...a,. On peut supposer
étre dans le cas ou la derniére reégle utilisée pour typer P est (type par). Par conséquent,
@) TH{u<=P)y:0etTF (uay...ay): 7. En utilisant le lemme [5.16-(v) et le jugement
(#), on montre qu’il existe un type o tel que (u: o) € ' et I'+ Py : 0. Par conséquent, en
utilisant le lemme [5.17 avec C = ([] a1 ...ay), on obtient que '+ (Pay ...a,) : 7. Ce qui
est le résultat attendu;

— cas (red over): on a P = [R,l=Q] -k et k # [, qui implique que P — R -k. On
peut supposer étre dans le cas ol la derniére régle utilisée pour typer P est (type sel). Par
conséquent '+ [R,l=Q]: [0,k : 7]. En utilisant le lemme [5.1G-(4¢4), il en suit qu’il existe
deux types, £ et o, tels que T’ R: et T F [£,1: 0] < [o,k:7]. Par transitivité de la
relation <, on en déduit donc que T'F [£,1: o] < [k : 7], et en utilisant le corollaire [[5.14,
que '+ & < [k : 7] on obtient le résultat attendu, c’est-a-dire: I' F R -k : 7, en utilisant la
régle (type sub), puis (type sel);

— cas (red sel): ona P =[R,l=Q] I, qui implique P — Q. La preuve, dans ce cas, est
similaire au cas précédent. On utilise le lemme [[5.16-(¢i7) pour prouver qu'’il existe deux
types, et o, tels que T'H Q : pet T+ [€,1: 0] < [o,l:7]. Par conséquent, en utilisant
le corollaire [5.14, on montre que: T' - ¢ < 7 et donc, en utilisant la régle (type sub), que:
T'Q:r.

([
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Discussion

Dans les deux derniers chapitres, nous avons étudié un systeme de types avec polymorphisme
d’ordre supérieur pour le calcul bleu. Ce systéme, plus exactement la partie concernant les
opérateurs du A-calcul, a déja été utilisé informellement dans quelques articles traitant du ty-
page des langages & objets [24, (06, 7). En effet il combine & la fois récursion, types d’ordre
supérieur et une forme particuliere de quantification bornée, qui sont trois éléments que 1’on re-
trouve souvent dans 1’étude du typage des objets. L’auteur ne connait pas de travaux dans lequel
ce systeme — qui s’apparente a une version «a la Curry» de F<,— est détaillé formellement. On
trouve par contre de nombreuses références a des systemes «a la Church» qui possedent ces trois
éléments [3], c’est-a-dire des systémes avec types explicites et une opération d’application d’un
terme a un type. c’est aussi la premiere fois, a notre connaissance, que ’on prouve la propriété de
conservation du typage pour ce systeme.

Le systeme BF¢ peut étre encore généralisé. On peut par exemple introduire un opérateur de
quantification bornée sur la relation de sous-typage la plus générale, (Vt < 7.0). On peut aussi
ajouter une constante, T, qui représente le type le plus grand. Cependant, nous nous sommes
restreint a 1'étude du systéme BF¢ car il représente le systéme minimal nécessaire a la définition
de l'interprétation du type des objets extensibles. En effet, dans la partie suivante, nous nous
servons de ce systeme de type pour donner une interprétation du calcul d’objets extensible de
K. FISHER et al. [46, 49], qui conserve la notion de typage et de sous-typage.
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CHAPITRE 16

Les calculs d'objets

J’ai un chat qui s’appelle Trash. Dans le climat politique actuel,
j’ai impression que si je cherchais & le vendre (tout du moins & un
informaticien), je ne soulignerais pas le fait qu’il est doux et auto-
suffisant, se nourrissant principalement de souris des champs. Non,
j’utiliserais plutot comme argument qu’il est orienté objets.

— Roger King

ANS SON ARTICLE SUR LE CODAGE DES FONCTIONS dans le 7-calcul [U%], R. MILNER remarque
que la relation de réduction de 7 est basée sur le paradigme objet, dans le sens ou «ce qui est
transmis et 1ié [ dans le m-calcul | n’est jamais 'objet lui-méme, mais plutét le moyen d’accéder a
lobjet». Le lien entre le m-calcul et les langages a objets est fort: les processus sont les objets, et
les canaux de communication sont les références utilisées pour accéder/nommer les objets. Mais
le concept de programmation orienté objets est plus complexe que la simple notion de «calcul par
références». Il ne peut se comprendre sans les notions d’encapsulation, de liaison tardive et de
typage.
Dans cette partie, notre but n’est pas de donner une présentation du modele de programmation
a objets. Aussi, nous supposons que le lecteur est familier avec les concepts des langages orientés
objets, ainsi qu’avec la notion de calcul d’objets. La lecture de [90, B, &9] est une bonne introduc-
tion & ces concepts. Notre but est d’étudier les rapports entre le modele de programmation a objet
et le calcul bleu. Cette étude est menée grace a la définition d’un modele des objets concurrents,
qui est défini par le codage dans 7* des opérateurs d’un calcul d’objets. En ce qui concerne le
typage des objets concurrents, nous utilisons les systemes introduits dans la partie [II.

Dans la section suivante, nous introduisons le calcul d’objets fonctionnel de M. ABADI et
L. CARDELLI, que nous nommons self et qui est noté ¢. Plus précisément, nous introduisons une
version du calcul self avec un systeme de types simples et le sous-typage, qui est désigné par Ob; ...
En nous basant sur les opérateurs de ¢, nous définissons dans le chapitre [[7] un calcul d’objets
concurrents. Nous démontrons que les opérateurs de ce calcul peuvent étre dérivés dans 7*, et
nous donnons un systeme de types dérivés pour ces objets en nous basant sur B¢ (cf. chapitre [[J),
c’est-a-dire un systeme du premier ordre avec sous-typage. Dans le chapitre [[§, nous utilisons ces
opérateurs objets pour donner une interprétation de Obj.. qui préserve la notion de typage et
de sous-typage. Nous donnons également une interprétation du calcul concg [B0, 51], qui est une
version concurrente et impérative du calcul self.

Dans le chapitre U, nous nous intéressons a un autre modele des objets, introduit par K. FISHER
et al. [d6, 49], dans lequel on peut étendre 'ensemble des méthodes d’un objet. L’intérét du calcul
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e,f,g := = variable
| [l = () £ €0 objet (les noms dans (I;);e[1..n,) sont distincts)
| el invocation de la méthode [ sur l'objet e
| el&scg(n)f modification de [ dans e

e=[li=c(@) i) jeln]
elj~ fi{e/x;}

e = [l = (@) ;""" J€ [ln] _

(e-lj & s(@)f) ~ [ = s(@) f.li = (@) £ ]

e~e Ee&
Efe] ~ E[¢/]

(ac red context)

(ac red invk)

(ac red updt)

Fig. 16.1: Termes et réduction dans Ob; ..

d’objets avec extension, dénoté AObj, est qu’il permet de simuler le mécanisme de I'héritage des
langages orientés objets: I'ajout de méthode permet de «réutiliser du code» déja existant, pour
définir de nouveaux objets plus complexes. Nous appliquons au calcul AObj le méme programme
qu’au calcul Ob; ... Cependant, afin de simplifier notre présentation, nous choisissons ADef comme
calcul cible a la place du calcul bleu. Comme pour chaque partie, nous concluons par une discussion
générale.

16.1 Le calcul self

Nous introduisons le calcul d’objets fonctionnels Ob; .. [B], ce qui nous permet d’introduire
des notations et des concepts qui seront utilisés dans toute la partie [V.

Les premiers modeles des langages de programmation a objets qui ont été proposés, ont été
donnés par un codage dans des calculs fonctionnels avec des primitives pour les enregistrements.
Un travail représentatif est par exemple celui de L. CARDELLI et J. MITCHELL [7], ot les auteurs
introduisent un calcul d’enregistrements récursifs et extensibles.

Cependant les modeles basés sur une interprétation des objets soulevent beaucoup de
problemes. S’il est facile de coder les objets et leur comportement opérationnel, il est plus dif-
ficile de donner une interprétation qui offre des notions de typage et de sous-typage satisfaisantes.
L’introduction des calculs d’objets, c’est-a-dire des calculs dans lequel les objets sont primitifs, a
été motivée par la difficulté posé par ’approche interprétative. Une autre motivation était d’étudier
directement les systemes de types des langages a objets.

Un exemple de calcul d’objets est celui de M. ABADI et L. CARDELLI [d], dénoté ¢. Ce calcul
formalise des concepts clefs des langages a objets: 'invocation de méthodes; la notion de self: une
méthode peut référer & 'objet appelé par l'intermédiaire de son argument selfll]; la modification
de méthodes, ou update. Le calcul obtenu a partir de ¢ en ajoutant un systeme de types du
premier ordre et le sous-typage est nommé Ob;... Dans ce calcul, le sous-typage permet de
formaliser la notion de substitutivité: un objet peut émuler un autre objet avec moins de méthodes.

La syntaxe et la relation de réduction de Ob;.. sont donnés dans la figure [[6.1]. On peut noter
que la relation de réduction présentée ici est «a petits pas» — c’est-a-dire small-step en anglais
— et paresseuse. Pour reprendre les conventions des calculs d’objets [8, 8], on utilise des lettres
minuscules: e, f,g, ..., pour désigner les termes de Ob;.., et la lettre v lorsque le terme est une
valeur, c’est-a-dire un terme de la forme: [I; = g(xi)fiie[l“”] ]. Dans ce dernier cas, on suppose

1. On retrouve cette notion dans C++ par exemple, avec 'utilisation du mot clef this.
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que les noms de méthodes 1, ...,l, sont tous distincts.

Le calcul Ob;j.. ne possede qu'un seul lieur, dénoté ¢, qui lie les occurrences de x dans la
méthode ¢(z)f. Comme pour le calcul bleu, il est simple de définir les ensembles des noms libres
et des noms liés d’un terme: fn(e) et bn(e). Nous ne donnons pas de détails ici. On peut aussi
définir les notions de contexte et de contexte d’évaluation.

Définition 16.1 (Contextes d’évaluation) Les contextes d’évaluation, notés E, sont les termes
appartenant a I’ensemble &, engendré par la grammaire suivante.

E:=[]|(EL)|(ELEs(x)f)

Le systeme de types de Ob; .. est donné dans la figure [[6-2. On utilise les majuscules A,B, ...
pour désigner les types, et on note E F e : A [Ob;..] les jugements de ce systéme. L’environnement
de types, désigné par la lettre E dans le jugement, associe un type a chaque variable, c’est-a-dire
que F appartient & I’ensemble engendré par la grammaire F ::= 0 | E,x : A.

Définition 16.2 (Types et sous-typage) La syntaxe des types est tres simple. Un type est
soit un type objet: [I; : Ai’e[l“"] ], avec n > 0; soit le type maximal T. En particulier, il n’y a pas
de variable de types.

AB =T/ [l;: AiiG[l..n]]

Le type [I; : Aiie[l“n] ] est le type des objets ayant les méthodes Iy, ... ,l,, retournant un résultat
de type A;. La relation de sous-typage <: est la plus petite relation réflexive et transitive qui
vérifie les deux regles suivantes.

reJ ( b obj)
- - ac sub obj
[liZAiZGI]<Z[liZAiZ€J] A< T

(ac sub top)

La regle (ac sub obj) implique que A est un sous-type de B, si A possede toutes les méthodes de
B et si, pour chacune de ces méthodes, leur type est égal dans A et B.

Soit A le type [lz . Biie[l..n]]

(r:A)eFE Ete:A je(l.n]
~————— (ac type ax) (ac type sel)
Era:A Et el : B
EFre:A A<:B Viji € [l.n] FEx;:AF fi:B; )
(ac type sub) el (ac type obj)

Etre:A Egx:AFf:B;, jell.n]
Etrelj=glz)f: A

(ac type updt)

Fig. 16.2: Systeme de types de Ob; .
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16.2 Un objet concurrent simple: la cellule

Avant de définir, dans le chapitre suivant, les opérateurs d’un calcul d’objets concurrents et
leur codage dans 7*, nous étudions ’exemple de la cellule mutable, qui est le prototype des objets
introduits ci-apres.

Dans notre interprétation, une cellule mutable est une déclaration récursive, qui permet
d’accéder et de modifier la valeur d’un nom qui est émis sur un canal privé. C’est un terme
équivalent au processus nommé «channel-based reference cell» dans la thése de D. TURNER [I30,
section 3.7]. Soit R(s,z) 'enregistrement suivant.

R(s,2) =def [get = (sz | x),put = s] (16.1)

La cellule de nom e, initialisée a la valeur vy, est le processus CELL,(vy) donné par:

CELLe(Uo) =qetf defs= ()\JJ)(@ = R(s,a:)) in (6 = R(s,vo)>

On voit que le processus CELL.(vg) est le résultat de l’application de la définition récursive:

recs.(Azr){e <= R(; ;)), au nom w.
(recs.(Azx)(e <= R(s4)) vo) = defs= (Ax)(e <= R, ) in(svp)

% CELL.(v)

Ainsi, intuitivement, une cellule est constituée de deux éléments. Une partie active, la déclaration
(e <= R(s,4)), qui peut interagir avec des messages émis sur le nom e. Une partie passive, la
définition récursive sur s, qui permet de recréer une nouvelle déclaration. De plus, les processus
Pyet et Ppyt, ci-apres

Pyet =def CELLc(v0) | (e -get) Pput =def CELL (o) | (e -put v1)

illustrent respectivement 1’acces et I’écriture dans la cellule e. En effet on a les réductions suivantes:

Py = defs=An)(e <= R, q)in({e <= Re,.,)) | €-get)
— defs = (Ar)(e <= R(,)) in (R(S’UO) -get)
— def s = (Ar){e <= R(, 1)) in (svo | vo)
% CELL,(vo) | v
Pyt 5 defs= Ar){e <= R(s,2)) in (sv1)
% CELL.(v1)

Il est important de noter comment la référence e est utilisée «linéairement» dans le processus
CELL.(vo). A chaque invocation de la cellule, I'unique déclaration (e <= R(s,4,)) qui est présente,
est consommée et un unique message (svp), qui tient le role de sémaphore, est libéré. Ce message
libére & son tour une unique déclaration (e <= R(s,,)). Ainsi, on peut démontrer qu'il existe une
seule déclaration disponible en e, et que celle-ci mémorise la derniére valeur transmise dans un
message de la forme (e -put v).

16.2.1 Cellule n-aire

On peut proposer diverses extensions a ’exemple de la cellule. Par exemple on peut définir
une «cellule a n valeurs», ou cellule n-aire. Ce processus utilise un enregistrement de 2n champs:
(puty,...,put,) et (gety,...,get,), ala place de Ry, ;). On définit la cellule n-aire NCELL(?) de
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la maniere suivante.

S i€[l..n]
get, = (sx1...xy | x4),

RN,z =
( def put; = AY)(ST1 - Yi - Tn),

o)

NCELLe(f)) =gof defs= (Af)(e <~ RN(S@,)) in <6 <~ RN(S’5)>

La cellule n-aire nécessite un tuple de valeurs pour étre initialisée. Sa réaction, lors de ’appel des
méthodes put ou get, est similaire a celle de la cellule.

*

NCELL.(?) | e-get; — NCELL.() | v;
NCELL.(?) | e-put; v = NCELL.(v1,...v,...v,)

16.2.2 Cellule clonable

On peut également définir une cellule clonable, c’est-a-dire une cellule munie d’un nouveau
champ clone, telle que toute sélection sur ce champ, crée une nouvelle cellule ayant le méme état.
On nomme CCELL, cette cellule. Dans la définition de ce processus, on utilise I’enregistrement
RC(; »,c), défini ci-dessous, a la place de R, ;). On utilise aussi le processus FCELL .. ., qui peut
s'interpréter comme une «fabrique de cellule».

[ get = (sz | @),
Rc(s,z,c) —def put =s
| clone = (sx | cx)

FCELL ) =def recs.(Az){e <=RC(; ;)

defc = Az)we')(FCELL( oy = | €)
CCELL(C’E) (Uo) —def in defs = ()\1‘)(6 <~ RC(S7w,C)>
in <6 = RC(SWO))

On voit que le processus (FCELL . .yvo) se réduit en CELL’ (. .)(vo), avec:
CELL'(C’E) (Uo) =def def s = ()\CC)(C = RC(S’I’C» in <6 = RC(SJJO’C)>

Le parametre ¢ de l'enregistrement RC(, , .y, représente le nom d'une définition récursive qui
permet de créer une nouvelle cellule. C’est ce qui explique I'utilisation de la restriction (ve’)(...).
Ainsi, lorsqu’on sélectionne le champ clone de la cellule de nom e, on obtient la réduction suivante.

CCELL.(vo) | (e-clone) = defc=---in(defs="-- in(e <= RC(,,, ) | €-clone)
% defc=--- in(defs=--- insvy | cvp)
= defc=--- in(CELL (.. (vo) | we")(FCELL(. e vo | €))
= defc=--- in(CELL’ (.. (vo) | @e)(CELL’ (.o (v0) | €))

C’est-a-dire deux cellules en parallele qui partagent le code de la «fonction fabrique cellule»
(Ax)(we')(FCELL = | €'). Si on utilise le théoréme de réplication pour distribuer la définition
sur le nom ¢, on peut simplifier le résultat de cette réduction. En effet, on peut alors montrer
qu’on obtient deux cellules en paralleles.

(CCELL, vg) | (e-clone) = = (CCELL, v) | we/)(CCELLy v | €)

On peut remarquer la présence du message e, en parallele avec la cellule du méme nom. Ce
message nous permet d’interagir avec la cellule nouvellement crée: comme la cellule est crée avec
un nouveau nom, c’est le seul moyen de pouvoir communiquer avec elle. Par exemple le processus
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(CCELL, vg) | (e -clone -putwvy), clone la cellule e et écrit v; dans la cellule obtenue. Ceci &
malheureusement comme effet secondaire, de nous faire perdre notre unique lien avec 'objet €’.

(CCELL, v) | (e-clone -put v;) — =4 (CCELL, vg) | we/)(CCELLy vo | €') -put vy
= (CCELL, vy) | we')(CCELLy vy | € -put vy)
% = (CCELL, v) | we')(CCELL, vy)

Dans le codage des objets, on utilise un processus qui est a la fois une cellule n-aire et une cellule
clonable.



CHAPITRE 17

Un calcul d'objets concurrents

ANS CE CHAPITRE, nous définissons un ensemble de notations qui nous permettent de
D considérer que le calcul bleu est un calcul d’objets concurrents. Ces notations sont
données dans la figure [71. Nous définissons dans la section [[7-]] les processus du calcul bleu
qui représentent ces opérateurs objets, et nous étudions leur comportement opérationnel. En
particulier, nous montrons que les regles de réductions données dans la figure [[7-1] correspondent
a la définition des objets. Nous étudions aussi les régles de typage associées. Dans toute cette
partie, nous considérons le calcul bleu dissymétrique et local. Cependant la majeure partie des
codages sont encore valides dans le calcul symétrique.

Dans la définition de la syntaxe des objets, nous utilisons un sous-ensemble de références:
e,f,g, -+ € R, utilisées pour nommer les objets. Nous utilisons aussi la lettre L pour désigner le
«corps d’'un objet»: L =qe¢ [I; = ()\xi)PiiGI ]. Nous utilisons les mémes notations pour les corps
d’objets que pour les enregistrements et, en particulier, nous définissons une opération d’exten-
sion/modification d’un corps d’objet: [ L, = (Ax)P], qui est comparable & 'opération sur les enre-
gistrements. L’opérateur le plus important que nous introduisons est la dénomination[J: (e — LY,
qui est I’équivalent pour le codage des objets, de ce que la déclaration (e = P) est au codage des
fonctions. Ces deux constructions sont tres similaires, en particulier la régle (red invk), d’invocation
d’une méthode, est proche de la régle de communication (red mdecl).

Bien qu’il n’y ait aucune notion de nom ou d’identité dans ¢, ni de notion de parallélisme,
les constructions introduites dans la figure [[7.] sont de maniere évidente inspirées par les
opérateurs du calcul de M. ABADI et L. CARDELLI. Cette filiation se reflete dans la simplicité de
Iinterprétation de Ob;.., donnée dans le chapitre [§. Remarquons toutefois que, alors que la
réduction de Ob;.. est basée sur la substitution de code: on substitue au parametre self le code
de l'objet, la réduction des objets dans 7* est basé sur le nommage des objets: on substitue a self
le nom de 'objet. Ceci est plus proche du comportement des langages de programmation, dans
lesquels on échange des références sur les objets, et pas du code. Nous verrons que c’est aussi le
comportement du calcul d’objets impératif (cf. chapitre [[9).

Un exemple d’objet que nous pouvons définir avec nos notations, est I'objet qui produit
récursivement une infinité de copie de lui-méme en parallele. Soit L le corps

1. Ce nom est emprunté au calcul d’objets concurrents de [60], cf. chapitre @

137
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opérateurs objets:

(e — [I; = Az P Elm)) dénomination de nom e
P4l invocation de la méthode [
P—Il=AnQ modification de la méthode [
clone(P) clonage des objets dans P

réduction: soit L le corps d’objet [I; = Az Pt ]. Les régles de réduction données ici

sont indicatives. Nous prouvons dans le théoreme [[7-1] que ces régles correspondent bien a la
définition des opérateurs objets.

/€ Un] (red invk)
(e L) | el —=c (e — L) | Pj{e/xj}
j S [177/] L =def [L,l] = (Ax)P] e
e L) | (e—bh = AnP) = (e = Dy [ e
f ¢ (L)

(red clone)

(e = L) | clone(e) —¢ (e — L) | @H({f — L) | f)

Fig. 17.1: Notations pour les objets dans 7*

[rec = (Ax)(x<=rec | clone(z))], on a la réduction suivante (olt f est un nouveau nom).
(e — L) | egrec —¢ (e — L) | (x—rec | clone(z)){e/z}
—¢ (e = L) | esrec | whH{f — L) | f)

La dénomination est tres proche de I'intuition que nous avons des objets. Néanmoins il est
possible de définir un processus dans lequel deux dénominations sur le méme nom sont en paralléles,
comme dans le processus ({¢ — L) | (¢ — L’) | e<=1). Ainsi, dans cet exemple, on ne peut
pas statiquement prévoir laquelle des deux dénominations va répondre a la requéte e<=[. On ne
peut donc pas assurer la propriété qu'un nom d’objet est associé a un unique processus, ce qui est
une propriété tres importante des langages a objets. On remarque qu’il s’agit d’une instance du
probleme plus général d’associer un «récepteur unique» a chaque nom dans 7*. Pour obtenir un
processus plus proche de notre intuition de ce qu’est un objet, une solution est de restreindre la
portée du nom d’une dénomination.

Définition 17.1 (Objet) Soit P un processus qui ne déclare pas le nom e, c’est-a-dire que
e ¢ decl(P), et qui n’utilise pas e pour nommer une dénomination. Un objet de nom e et de corps
L, pour P, est le processus:

objeisLin P =4 we)({e — L) | P)

Ainsi, l'objet est a la dénomination, ce que la définition (def u = Rin P) est a la déclaration
(u = R). 1l faut noter que, moyennant une syntaxe plus compliquée, il est possible de définir des
objets mutuellement dépendant. Un peu a la maniére du processus def Din P, qui autorise les
définitions mutuellement récursives.

Il existe une autre approche possible pour s’assurer de la propriété de récepteur unique, basée
sur la définition d’un systeme de types spécifique. On peut retrouver cette approche, par exemple,
dans les travaux de R. AMADIO sur 71 [R], le m-calcul avec récepteur unique, ou dans ceux de
A. GORDON et P. HANKIN [B0] sur une extension impérative et concurrente du calcul s.
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17.1 Interprétation des objets dans le calcul bleu

Le codage du processus modélisant une dénomination (cf. définition [7.J) est inspiré de
Pexemple de la cellule mutable. On code une dénomination (¢ + L), ou L est le corps
[ = ()\xi)Pfe[l”n]]’ par une cellule clonable & 2n valeurs. Le «champs d’acces»: get;,, va per-
mettre d’invoquer la méthode [;, et le champ put;, va permettre de modifier cette méthode.
Schématiquement, nous utilisons la technique nommée «split-method» dans [B]. Soit E(s z,c) l'en-
registrement suivant.

Définition 17.2 (E(s,:i:,c) )

o i€[l..n]
get), = (5T | x;e),
E(s.2.c) =def | put;, = Ay (sT1...Yi-..2n | €),

clone = (sZ | c&)

Il est intéressant de comparer les enregistrements E(, ; .y et RC(, ;) (cf. section [[6.2). La premiere
différence est que, dans le premier enregistrement, on cherche a mémoriser n valeurs, et pas seule-
ment une. On peut aussi noter des différences dans le champ d’acces: get,,, et le champ de modi-
fication: put,,.

— dans le champ get, , on ne renvoie pas simplement la j€ valeur mémorisée, mais on 'applique
au nom de l'objet. Ceci permet de coder le passage du nom de I'objet lors de 'invocation:
({e = L) | (em])) = ({e = L) | (Az))P; e));

— dans le champ put;,, on ne se contente pas de modifier la j€¢ valeur mémorisée, mais on renvoie
également le nom de 'objet. Ceci permet de coder le comportement de la modification de
méthode, qui retourne un «pointeur» vers le nom de I'objet modifié: (¢ +— L) | (e«1; =
AnQ)) = (e = L) | e).

Comme dans les exemples de la section [[6.2, on encapsule cet enregistrement dans une définition

récursive qui produit une déclaration sur le nom e de 1’objet.

FObj(c)e) =4got defs= ()\i:)(e <~ E(S@)C)> ins

Comme pour la définition de la cellule clonable, on a besoin de rajouter une définition sur le nom
¢, qui permet de dupliquer le code de 'objet. Pour simplifier les définitions suivantes, on décide
de noter Copyy le contexte d’évaluation suivant.

Copyn =def defc = A)wf)(Fobj. s z1...2, | f)in []

Une dénomination est alors une cellule initialisée avec «les valeurs» ((Az:)P;)ie[1..n)-

Définition 17.3 (Dénomination) La dénomination (e — [I; = Az;)P;*$1™ ) est le processus
du calcul bleu suivant.

. defu; = Ax) Py, ... un = (Azy) Py,
(e = [l; = Az P ]) = Copy, | in defs = AD){e < Egz.0)
in (e = E(s,ﬁ,c))

Ou les noms (u;);e[1..n) SONt nouveaux.
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La notation que nous avons choisi pour la dénomination n’est pas gratuite. En effet on verra dans
le chapitre [[9, que (e — L) est similaire & l'interprétation de la dénomination du calcul d’objets
de A. GORDON et P. HANKIN [60, B1].

Remarque En utilisant 'application d’ordre supérieure: (PQ) =g def ¢ = Q in (Pg), on montre
facilement que (e +— L) s’obtient & partir du processus O, ci-dessous, par une suite de béta-
réduction:

O =qet Copyn [Fobj(.c) Az1)P1 ... (Azn) P,
En particulier, si on utilise la relation d’expansion définie dans le chapitre [[J, on obtient que:
(e — L) Sa Copynl[Fobjic) Az1)Pr ... (Az,)FPy]
|

Une fois défini la dénomination, il est facile de définir les processus qui représentent les notations
données dans la figure [71].

Définition 17.4 (Définition des opérateurs objets)

(P—1 = An)Q) (P -put;, (A)Q)
Pal, = (P-gety)
clone(P) (P -clone)

Comme les objets sont dérivés de 7*, on obtient directement des regles d’équivalence struc-

turelle pour les objets. En particulier, dans la définition de l'invocation, de la modification de
méthodes et du clonage, nous n’utilisons que la sélection et 'application. Il est donc possible de
dériver, pour ces opérations, les mémes regles d’équivalence structurelle que pour l'application.
Ainsi, on montre que les relations suivantes sont valides.

(PlQ«=l = P|(Q«l
clone(P | Q) = P | clone(Q)
(P|Q)«—Il=Ax)R = P | (Q«—Il=Ax)R)
(rwyP)=l = wuw(PLl)
clone(wuw)P) = @u)clone(P)

(vw)P)«—1= An)Q wuw)(P—I1=AnQ) (u¢n(Ar)Q))

De plus, on montre que si E est un contexte d’évaluation, alors (E<51), et (E«— 1 = (An)Q), et
clone(E), sont aussi des contextes d’évaluation.

Nous montrons que les régles de réduction données dans la figure [7.]] sont dérivables & partir
de la définition des notations objets dans le calcul bleu.

Théoréme 17.1 La définition des regles de réduction des objets est valide vis-a-vis du codage
dans 7 : si P —_ P', alors il existe un terme Q tel que P = Q et Q ~q P'.

Preuve On montre que les trois régles de réduction (red invk), (red updt) et (red clone), sont
dérivables dans notre systéeme. Dans cette preuve, on suppose que L désigne le corps d’objet

[ll = (AJUZ)P/E[ln] ]
— cas (red invk): soit P le processus ({¢ — L) | e<=l;). Nous montrons que si j € [1..n],
alors P 5 (e — L) | P;{e/ x;}. Pour simplifier le reste de la preuve, on définit le contexte
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d’évaluation F par:

def ¢ = AZ)wf)(Fobj. sy T | f),
F =ger in ( defu; = Az)P1,...,un = Azy) Py
in (defs = (}\@)(6 <~ E(s,i:,c)} in [—])

Nous avons déja noté que le terme F[su] se réduisait vers (e +— L). Aussi on dérive les
réductions suivantes dans 7

P =4 F[(e<= E(s.ﬁ,c)) | e-getl]]
—(p) F[E(s 1i,c) getl]
— ) Flst | uje]
— () Flst | ()\xj i )€l
—p) Flsa | P {6/%}]
= Flsi | B{e/s,)
= (e L) | Pi{e/a;}

— cas (red updt): soient L le corps [L,l; = (Az)@], et j un indice dans U'intervalle [1..n], et
P le processus ({e +— L) | (e« = (Az)P)):

P = F[e<Egao) | e puty, An)Q)]
—(p) F[E(s,ﬂ,c) 'pUtlj (A.’E)Q]
—p) Fldefy=An)Qin (Ayn(sur...yi...us | €))y]
—p) Fldefy=An)Qin(suy...y.. . uy, | )]

~d e D) | e

Dans la derniére relation, on utilise la bisimulation ~g pour éliminer la définition {u; =
(Az;)P;} du contexte F (régle de «garbage collection», cf. lemme B.2).

— cas (red clone): dans le cas du clonage, on suppose f & fn(L). Soit P le processus ({¢ +—
L) | clone(e)).

F[(e <= E(5a,)) | €-clone]
F[E(s.a,) - clone]
—) Flsu| cul
Fsu | (ABwf)(Fobje.p) T | f))i]
F[su | wf)(Fobj,p) u | f)]
~aq  Flsa] | wf)H(F [(FObJ(c,f) a)] | f)
= (e—= L) | wH{f — L) |])

Dans l'avant-derniere relation, on utilise la bisimulation pour distribuer les définitions sur
les noms @ et ¢ (regle de réplication, cf. lemme B.7).

O

Les notations objets sont des processus a part entiere du calcul bleu, on peut donc utiliser ces
notations dans des contextes qui ne correspondent pas a «l’'utilisation normale» d’un objet. Par
exemple, on peut modifier une méthode par un terme qui n’est pas une fonction du parametre
self: (P -put; 0). On ne peut donc pas formuler de résultat inverse pour le théoreme [[7.1].

17.2 Systeme de types simples

Dans cette section, nous établissons un typage dérivé pour les objets a partir de leur définition
dans 7v*. Afin de simplifier la présentation, nous commencons par définir une notation pour le
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type des objets. Ce type est trés similaire aux types des objets obtenus dans les codages de
R. VISWANATHAN [[37] et D. SANGIORGI [[18].

Définition 17.5 (Type des objets) On dénote (obj a.[l; : 1926[1""] D), le type récursif:

o i€[1..n]
. getli = 1-92'7
(obj a.[l; 1926[1""] ) =def pe. put;, = (a—15) - a,

clone = «

19746[177.]

g 1), lorsque la variable « — on utilisera le terme de type

Nous notons aussi ce type (obj [l; :
Self — n’apparait pas dans les ¥;.

Soit o une variable de type et soit ¢ le type [I; : 1926[1"”] ]. La variable « peut étre libre dans
les types de (9;);e[1..n)- Nous montrons que le type de I'enregistrement E(, ; .y est (obj a.p), sous

I’hypothése que les noms z; sont du type: (o — 9;){(0bj @.0) /o }. Soit T 'environnement suivant.

r —def A,e L T,C (T — 191{7/@}) — = (T — 1971{7-/04}) — T,
s (T—0{T/a}) == (T = In{T/a}) —o,
w12 (7= 0{T/a}), s (T = 0n{T/a})

Dans cet environnement, on peut typer le message (sZ) avec le type processus: I' F sZ : o, le
message (¢Z) avec le type de e, c’est-a-dire le type 7, et le message (z;¢e) avec le type 4;{7/a}.
Ceci permet de montrer que:

i€[l..n]

get;, = V{7 /a},
I'EEGg.e | puty, = (7 -9{T/a}) -,

clone =1

Ce raisonnement vaut si 7 est le type (obj a.g), et donc:

. i€[l..n]
get;, = Uy,

T'HEGze: | puty, = (a—19;)—a, {(obj a.0)/n} (17.1)
clone = «

c’est-a-dire que E(5 ;) & le type (obja.g). On se convainc facilement de la nécessité d’utiliser
un type récursif pour typer les objets: dans la définition de (¢ +— L), on utilise la déclaration
(e <= E(s3,)) (cf. la définition de Fobj.). Pour quun objet soit bien typé, il faut donc que
(obj a.p) soit aussi le type de e.

17.2.1 Typage des objets

On s’occupe maintenant du typage des objets. On va étudier les regles dérivées de typage
pour chaque opérateurs du calcul d’objets. Les regles que nous déduisons dans cette section sont
réunies dans la figure [[7.2. Dans ce systeéme, on a choisi de ne pas utiliser de type objets récursifs,
c’est-a-dire qu’on utilise le type (obj g) et pas (obj a.p), ceci permet de souligner la similitude
avec le systéme de types de Ob;.. (cf. figure [[6.9).



17.2. SYSTEME DE TYPES SIMPLES 143

Soit ¢ le type enregistrement [1; : 9°S1"]

Ix;:(objo) P, :9; (e:(objp)) el
Tk (e — [l = Az P L)) 1o
Ia;:(objo)FP;:9; (e:(objp)el THP:T
I+ objeis[l; = Az P " ]in P : 7
I'z:(objo)FQ:vY; T'FP:(objp) je[l.n]
'k P—1I =Ax)Q : (objp)
'k P: (objo) 'k P:(objo) je][l.n]
- (type clone)
I' - clone(P) : (obj o) P4l 9

(type denom)

(type obj)

(type updt)

(type invk)

Fig. 17.2: Systéme de types pour les objets (sans le type Self)

Remarque Dans tout le reste de cette section, Y est ’environnement:

T =def F,C . ((a — 191) — e = (CV — 19,”) — OZ){(O.bj alg)/a},
z1: (a—91){(0bja.0)/a}, ... @y 1 (o —9y){(0b] .0) /o }

On suppose aussi que (e : (obj a.p)) €T, et que T F *. [ |

Typage de la dénomination.

En utilisant le jugement de 1’équation ([7.1]) avec la régle (type decl), on montre que T F (e <=
E(s,3,c)) : 0. Par conséquent, en utilisant n fois la regle (type abs), nous montrons que:

Tiz = AD)(e <= Eiae) (0 =01) = = (@ =Jn) — 0){(0bj a.0) /a}
qui est le type de s. Par conséquent:

T‘S’j,ul : (0& — 191){(0t.).l O‘-Q)/a}, - .defS = ()\5?)(6 <~ E(s,i,c)) o
coy Uyt (aaﬁn){(ObJ a~@)/a} in (e < E(Sﬂ]?c))
et, en utilisant la regle dérivée (type rec) pour le typage des définitions récursives (cf. cha-
pitre [I] [T.3), on montre aussi que:
Y5z b Fobje : ((a — 1) — -+ — (@ = Jn) — 0){(0bj a-0) /a}
Le dernier jugement permet de montrer que le terme (AZ)(wf)(Fobjs & | f) a le méme type que c.
T|s5.f 1 (0bja.0),21 1 (o —V1){(0bja.0)/a}, ...+ (Fobjs &) : o
Yisz.f : (0bjao),21 : (o —V1){(0bja.0)/a},... F (Fobjs & | f): (obja.o)

En particulier, si T,z - P : 7, on montre en utilisant la regle (type def) que: I' = Copyn[P] : 7.
Par conséquent, si pour chaque i € [1..n] on a T'F Azy)P; : (o — 9;){(0bj a.0) /q}, nous pouvons
conclure que:

defu; = (}\1‘1)P1, U = At Py,
I'- Copyn | in defs= (A%)(e <= E(;3.)) 0
in (e <= E(s,a,))
ce qui établit la regle (type denom). La regle (type obj), de typage des objets, se déduit simplement
de (type denom) en utilisant les régles (type par) et (type new).
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Typage de la modification.

On rappelle que (P« l; = Az)Q) =der (P ‘puty, (Az)Q). Supposons que j soit un indice de
lintervalle [1..n] et que: '

'+ P: (obja.o)
{ [z : (obja.o)FQ: ﬁj{(Obj .0)/a}

Le type de @ implique que I' F Az)Q : (o — ﬂj){(Obj @.0)/a}, et le type de P implique que
L' P puty : ((a—9;) - a){(obj a.0)/q}. Par conséquent:

L' P-put;, An)@Q: (obj a.0)

ce qui établit la reégle (type updt). On remarque qu'on ne peut pas étendre l'objet P, en effet
I’ensemble des champs puty, est figé. On remarque aussi qu’on ne peut pas modifier une méthode
par un processus ayant un type plus précis: on ne peut pas raffiner le type d’'une méthode. En
effet dans un type objet, le type ¥ de la méthode [;, apparait en position contravariante dans le
type du champ puty, et en position covariante dans le type du champ gety,. Nous reviendrons sur
ce point dans I’étude du sous-typage des objets.

Typage de I'invocation.

On rappelle que (P<=1;) =ger (P ~getl]). Supposons que I' - P : (obj a.p), et que j € [1..n]. 11
est clair que (obja.g) ~ [ ..., get;, = ¥;{(0bj @.0)/a}]. 1l suffit alors d’utiliser la regle (type sel)
pour montrer que I' = (P -get, ) : ¥;{(0bj a.0)/q}, ce qui établit la regle (type invk).

Typage du clonage.

Si on utilise la relation d’équivalence entre types, on montre facilement que: (obja.o) ~
[...,clone = (obj a.p)]. Et par conséquent I' F P : (obja.p), implique que T' F P - clone :
(obj a.p). Ce qui établit la regle (type clone).

17.2.2 Sous-typage pour les objets

La notion de substitutivité des objets, c’est-a-dire la possibilité d’utiliser un objet avec plus
de méthodes la oli un objet avec moins de méthodes est demandé, est un élément important pour
permettre la réutilisation du code dans les langages orientés objets. Comme le polymorphisme
dans ML ou le sous-typage pour les enregistrements, la substitutivité permet de définir des
fonctions se comportant uniformément sur des entrées de types différents.

Comme nous 'avons déja remarqué, il est clair que le type d’un objet n’est pas covariant, c’est-
a-dire que g < o n’implique pas (obj ¢) < (obj o). En effet, le type de la méthode I; apparait de
maniere covariante dans le type du champ get;. et de manicre contravariante dans le type de put,, .
Néanmoins, soit g1 et g2 les types [I; : ﬁiie[l"7l]] et [{;: ;€L mtm] ]. On montre qu’un processus
de type (obj g2) peut étre utilisé partout ot un processus de type (obj o1) peut I'étre.

Lemme 17.2 (Substitutivité) (obj[l; : 9" ™)) < (obj[1; : 9;€1*"))

Preuve La preuve utilise le lemme [2.]] et la régle de sous-typage de la récursion (sub rec) (cf.
figure [4:3). On montre la propriété dans le cas ou m = 1, les autres cas sont similaires.

Soit a1 et as deux variables de type. Avec I'hypothese que a3 < g, on peut montrer que pour
tout type ¥ ne contenant ni ay, ni as, on a: ((@1 —9) - a1) < ((ag — ) — ag). Par conséquent,
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en utilisant le lemme [2.1], on montre que:

get;, =01, get; =D,
put;, = (a1 - 01) — ay put), = (a2 — V1) — ;
< |
gety, ., = Uny1, S| get;, =n,
pUtln-H = (al - 197L+1) —Qay pUtln = (052 - ﬂn) — Qg
clone = o clone = as
et donc on montre que (obj [I; : RSB 1) < (obj[1; : 9, €n] D. O

En utilisant cette méme preuve, on montre en fait un résultat plus précis. Si pour tout indice
i de l'intervalle [1..n] on a oy < ag implique 9;{¥1/a} < ¥;{a2/q}, c’est-a-dire si o apparait en
position covariante dans les 95, alors: (obj a.[l; : 9;°€"T™ 1) < (obja.[l; : 9, €L"]). Cest 1a
regle de sous-typage qu’on retrouve dans le calcul Ob; .. étendu avec le type Self.

Proposition 17.3 Si pour tout indice i € [1..n], la variable « est covariante ¥;, alors:
(obj a.[l; : 9, €™ ) < (obj [l : 9,71,
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CHAPITRE 18

Interprétation des objets fonctionnels

ANS CE CHAPITRE, nous étudions plus formellement le rapport entre notre calcul d’objets
D concurrents et le calcul d’objets fonctionnel de M. ABADI et L. CARDELLI Ob;... En
particulier nous donnons une interprétation de Ob;.. dans le calcul bleu, et nous prouvons que
la réduction et le typage des termes de Ob;.. sont simulés dans 7*.

Le codage des termes de Ob; .. est direct et simple, en particulier on n’a pas besoin d’utiliser
la composition parallele, et la restriction n’est utilisée que pour donner un nom distinct & chaque
objet. Notre codage est plus simple que celui de [[37], par exemple, car nous avons factorisé une
partie de 'interprétation dans la définition des constructions pour les objets.

Définition 18.1 (Codage des termes de Ob;.)

[l = <) fi €] = objeis[l; = Azp[fi]" "™ Jin e
[e-l=c(@)f] = (le]—I=Anlf])
[z] = -clone(z)
[e:]] = [e]l<=!

Le codage des types et des jugements de type de Obj.. est tout aussi direct. On définit I'in-
terprétation des environnements de Ob;.. par les deux relations [0] = 0 et [E,x : A] = [E],x :
[A], et le codage des types par:

Définition 18.2 (Codage des types de Ob;..)

[[L : B €M) = (obj [1; : [Bi] <) [Tl=T

Dans la suite, on suppose que les environnements [E] et les types [A] sont bien formés.

Avant de prouver que notre codage est complet: le résultat formel est donné dans le
théoréme [[8.6, nous montrons un résultat intermédiaire. En effet, comme dans le cas de 'in-
terprétation du A-calcul, il nous faut montrer I’équivalence entre un mécanisme de réduction par
substitution de code (le cas de Ob;..), et un mécanisme de réduction par passage de noms (le cas
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de 7*). Ainsi, dans le cas de I'interprétation de I'invocation de méthode par exemple, il nous faut
montrer que la substitution d’un objet & une variable, est équivalent a fournir une référence a cet
objet. Plus formellement, il nous faut montrer que si [v] = objeis Lin e, alors:

objeis Lin ([f1{¢/z}) =~ [f{v/a}]

On prouve cette relation en démontrant un équivalent pour les objets des lois de réplication pour
les définitions que nous avons prouvées dans la partie [. Ces lois renforcent le parallele déja établi
entre déclarations et dénominations, et entre définitions et objets.

18.1 Lois de réplication pour les objets

On remarque que dans les réductions qui impliquent les objets, on retrouve un certain nombre
de «séquences de réduction déterministes». C’est le cas, par exemple, lorsqu’on émet un message sur
le canal ¢ qui commande le clonage d’un objet: voir la preuve du théoréeme [[7.1]. Plus formellement,
on montre la propriété suivante.

Lemme 18.1 On suppose que les arités des tuples sont correctes. Soit F un contexte d’évaluation
qui ne capture pas le nom c, alors:

(Copy o F)[(c @)] Za (Copy o F)[wf)(Fobj. sy @ | f)] (18.1)

St F est le contexte def uy = Ax1)Py,... . u, = Ax,) P, inE’, ot E est un contexte d’évaluation,
alors:

(Copy o F)[wf)(Fobj.. s @ | f)] Za (CopyoF)[objfisLin f] (18.2)

Preuve Les processus des relations ([[8.]) et ([8.7), sont obtenus par des béta-réductions et des
communications avec des définitions. Le résultat découle du lemme 3. O

Nous montrons deux propriétés obtenues par application du lemme B-2-(i) et de la proposition 4
aux objets.

Lemme 18.2 (Propriété générale de ’opérateur objet)

— garbage collection et objets: si P est un processus qui me contient pas le nom e, alors:
objeisLin P ~g4 P.

— clonage et objets: si L est un corps d’objet qui ne contient pas le nom e, alors:
objeis Lin clone(e) =, objeisLin e

Preuve La premiere propriété correspond a la loi de «garbage collection » des définitions. Elle
se prouve, trés simplement, en montrant que la relation {(objeis Lin P,P)|P € ©* } est une def-
simulation. Pour prouver la seconde propriété, nous montrons que la relation D, définie ci-dessous,
est une expansion modulo <4 (cf. conjecture [[0.3).

Ry =objeisLin e
D =< (R1,R2) | Ry =objeisLin clone(e)
L ne contient pas e

Il est clair que D est close par substitutions. Il nous reste donc a montrer que c’est une ground
expansion. Avec les définitions données dans le chapitre précédent, le processus Ry s’écrit

defu; = Azx)P1, ... up = Azp) Py
Ry =gef (ve)| Copyn in defs = (AZ)(e <= E(53,)) | e-clone
in <6 = E(s,&,c))

1. Nous rappelons que (F o G) désigne le contexte F[G].



18.1. LOIS DE REPLICATION POUR LES OBJETS 149

Supposons que R, fasse une transition. La seule transition possible correspond & une communica-
tion entre le message (e - clone) et la déclaration (e <= E(, ;). Dans ce cas, le processus Ry fait
une 7-transition et on a:

defu; = Ax) Py, ... up = (Azn) Py,
RyV™— Ry = (we)| Copyn | in defs = Al)(e <= E( ;) | 0
in (E(,,q,c) -clone)

Il existe donc un contexte d’évaluation F tel que

Ry Ry = (CopyoF)[E ) -clone]
>4 (Copy oB)[(sd) | (ci)
Za (CopyoF)[((AZ)(e <= E(s3,))) @ | (ci)] (communicaton sur s)
2d (CopyoF)[(e <= E(a.0) | (ci)] (béta-réduction)
24 (Copy oF)[{e <= E(uro) | (obj fisLin f)] (lemme [EI)
= (objeisLin 0) | (obj fisLin f)
~q (objfisLin f) («garbage collection»)
e Rl

C’est-a-dire que R >4 R;. Réciproquement, supposons que R; fasse une transition: Ry > R}.
Il est clair que Rp peut faire la méme transition, en effet comme: Ry ¥~ R} 24 Ry, on a par
définition de l'expansion que: Ry v+ E=R]. Par conséquent Ry Sg R, ce qui implique d’apres la
proposition [[0.1] que Ry ~4 R2, et donc que Ry =} Rs. |

Avant de montrer le résultat principal de cette section, nous définissons la notion de processus
e-tabou. Intuitivement, les processus e-tabous sont les processus ne pouvant pas divulguer le nom
e & leur environnement. Ce sont, par exemple, des processus qui ne peuvent pas émettre le nom e.

Définition 18.3 (Ensemble et processus e-tabous) L’ensemble £ est e-tabou, s’il vérifie les
conditions suivantes:

-siPeé& etP|L>P’ alors P’ € &;

—siPe & et P=% P aveca#e, alors P € &;

-siPeé& etanu—(Cb)>P’,avece¢b, alors P’ € &;

~siPe & et PO, (D; P'), alors P' € € et e & ({b} Ufn(D)).
On dit que P est un processus e-tabou, s’il existe un ensemble e-tabou £ tel que P € £. On
remarque que cette relation est définie de manieére co-inductive, comme la bisimulation.

Munis de la notion de processus e-tabou, on montre une propriété similaire aux lois de réplication

(cf. lemme B.2).

Lemme 18.3 (Réplication des objets) Soit L un corps d’objet qui ne contient pas le nom e.
Soit P et @ deux processus e-tabous, tels que e apparait dans P et Q uniquement sous la forme
clone(e), alors:

objeisLin (P | Q) ~; (objeisLin P) | (objeisLin Q)

Preuve On montre que la relation D, définie ci-dessous, est une def-bisimulation modulo expan-
sion.

Ry =objeisLin (P | Q),

Ry = (objeisLin P) | (objeis Lin Q),

L ne contient pas e, et P et (Q sont e-tabous, et

e apparait uniquement sous la forme clone(e)

D =< (Ri1,R2)
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On utilisera aussi la technique de preuve modulo équivalence structurelle et modulo contextes (cf.
chapitre ). I est clair que D est close par substitution. De plus, dans les processus R; et Ro,
les roles de P et () sont symétriques, et les transitions ne peuvent provenir que de P et ), ce qui
simplifie notre preuve. On commence par étudier les transitions possibles de R;, en supposant que
les transitions proviennent de P. Le cas intéressant est lorsque P émet un message. On omet ici de
donner la preuve que la propriété «P et ) sont e-tabous et e apparait uniquement sous la forme
clone(e)», est conservée aprés transitions.
~ cas Pr2% P':on a Ry 2% R), et Ry 2% R}, avec

R} = objeisLin (P’ | (Qa))

R, = (objeisLin P’) | (objeisLin Q)a
(objeisLin P’) | (objeis Lin (Qa))

On a donc (R},R}) € D, modulo équivalence structurelle. La preuve est similaire si P+"> P’;
in u.(&;b)

— cas P P’: dans le cas ou la transition de R; est une réception, la preuve est

similaire au cas précédent. On peut aussi avoir une communication avec @), c’est-a-dire que
out u.(¥;b
(ot u-(B:6) (D;Q"), et Ry - R, avec

R, = objeisLin (wi)(def Din (P’ | Q)))

R; fait une 7 transition. Dans ce cas: ¢ = ¢, et ()

Les noms dans © peuvent étre considérés comme nouveaux. De plus, comme P est e-tabou,
le nom e ne peut pas apparaitre dans D. Par conséquent on a 1’égalité suivante.

Ry = w)(def Din(objeis Lin (P' | Q"))
Comme la communication ne peut pas se faire sur le canal e: on a u # e, et donc
(objeisLin P) 26,
sition Ra v R), telle que

(objeis Lin P’). De méme pour Q. Aussi, il existe une tran-

R, = wi)(def Din (objeisLin P’ | objeis Lin Q’))

On a donc (R},R),) € D, modulo équivalence structurelle et contextes, ol le contexte utilisé
est wi)(def Din []);

out u.(%;b . . . T
~ cas o0, (D; P'): on peut avoir une communication entre P et Q: ce cas est similaire

au cas précédent. Sinon, il y a deux cas.

— cas u # e: comme P est e-tabou, les noms dans D et b sont différents de e: il n’y a pas

. . out u. f/;E
«scope extrusion» du nom e. Il est facile de montrer que dans ce cas, on a R pout u-(%:0)

(D | (objeis Lin (P | Q))) et Ry v222%TY (D (objeis Lin P’ | objeis Lin Q));
— cas u = e: comme le nom e est restreint dans R;, la seule transition possible pour
R; correspond & la communication avec la déclaration (e <= E(s’ﬂ,c)>, contenue dans

(objeisLin (P | Q) (cf. définition [[73). Dans ce cas on a:

defu; = Ax) Py, ... Uy = (Azy) Py,
Ry += Ry =we)| Copy, | in defs= AZ)(e < E(S@CL)
inwo)(def Din (E¢; 4.0 0 | P’ | Q))

Comme par hypotheése e apparait uniquement sous la forme clone ge), le tuple b doit

commencer par une sélection sur le champ clone, c’est-a-dire que b = (-clone,g’ ). De
plus P est e-tabou, et donc e € V. Par conséquent il existe un contexte F tel que

Riv— R, = F[Euay. -cl~0ne v | P'| Q]
Ra F(st|ca)b | P'| Q]
= F[(su) | (cad) | P | Q] )
2a F[(e = Eae) | whH(Fobjepa| f)v | P | Q]
Za wi)(def Din(objeis Lin (obj fis Lin (fV) | P' | Q)))

(wv)(def Din ((obj fis Lin (fb')) | objeis Lin (P’ | Q)))
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En utilisant le méme schéma de transition, on montre aussi que

Ry ™ R,

(F[E(s.4.c) ~clone b | P')) | (objeisLin Q)

> . . (obj fisLin (fb)) |

Rd (”m(defD‘n( (objeis Lin P') | (objeis Lin Q) )’
On a donc (R},R)) € D, modulo contextes et expansion.

La preuve est similaire si on s’intéresse aux transitions que peux faire Rs. a

On peut utiliser le schéma de la preuve précédente pour chaque constructeur du calcul bleu,
ce qui permet de prouver qu’on peut distribuer la définition d’un objet sous tout contexte[d.
Néanmoins nous conjecturons qu’un résultat plus général est vrai, c’est-a-dire que les lois de
réplication sont vraies méme lorsque le nom de I'objet peut étre extrudé.

Conjecture 18.4 (Lois de réplication pour les objets) Soit L un corps d’objet qui ne
contient pas e, et soit C un contexte qui ne capture ni e, ni les noms libre de L, alors:

objeis Lin (C|clone(e)]) ~; objeis Lin (Clobjeis Lin €])

18.2 Correction de l'interprétation de self

Soit v la valeur de Oby ., définie par [I; = ¢(;) ;S0 ], et soit (obj e is L in e) Vinterprétation
de v dans le calcul bleu. Nous montrons que (objeis Lin [f]{€/z}) est équivalent & [f{v/z}].
Ce résultat repose sur la conjecture [8-4.

Lemme 18.5 Soit v une valeur de Ob;. telle que [v] = (objeis Lin e), alors:

(objeis Lin [f]{¢/x}) = [f{v/2}]

Preuve La preuve est faite par induction sur la définition de I'objet f.
— cas f =gef y: on a [f] = clone(y), et le résultat découle du lemme [8.7;

— cas [ =qer (e1-lE=g(y)e2): on a [f] = ([er] «— 1 = Ay[ez]). On peut supposer que y # z,
et donc:

(objeis Lin [f]{¢/x}) = objeisLin ([ex]{¢/x} -put, Ay)([e2]{¢/z}))
N def p = Ay)(objeis Lin ([ex]{e/z}))
b < in(objeis Lin ([ei]{¢/z}) -put, p) ) (18.3)
~p [ea{v/a}] -puty Aylea{v/z}] (18.4)
= [ler-l=s(y)e2){v/a}]
Dans la relation ([83), on utilise la conjecture [8:4, et dans la relation ([8.4), on uti-

lise ’hypothese d’induction. La preuve est similaire dans les cas f =ger (€1-1) et f =get
“L = (Jzi)eiie[l"”] ]

O

Nous nous aidons de ce résultat pour prouver que le codage de Ob;.. dans le calcul bleu est
complet. Ce résultat repose sur le lemme [[87, et donc sur la conjecture [[8-4.

Théoréme 18.6 (Le calcul bleu simule Ob;..) Le codage de Ob;.. est complet: si e ~ €,
alors il existe un processus Q tel que [e] = Q ~ [€].

2. Moyennant I’hypothese que les contextes soient e-tabous, et que la référence sur ’objet n’est utilisée que pour
le cloner.
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Preuve La preuve est faite par induction sur I'inférence de e ~ ¢, elle se réduit & une étude par
cas sur la derniere regle de cette inférence.

— cas (ac red context): il est évident que linterprétation d’un contexte d’évaluation de
ODb; .. est un contexte d’évaluation de w*. Le résultat suit donc par utilisation de la regle
(red context).

~ cas (ac red invk): soit v Uobjet [I; = ¢(a;) f;*€*™ ], et j un indice de I'intervalle [1..n],
alors:

wey((e = [Azpl£1 <) | e-get,)

5 wolle = [AzolA1 M) | IH1{e/2;})  (regle (red invk))
= objeis[Az)[£] " in ([f1{e/a;})

[v-15]

Par conséquent, en utilisant le lemme [8.3, on obtient que:

[v-1;] = objeis[Azlfi] "< in ([f;1{e/2,}) ~ [fi{v/2;}]

— cas (ac red updt): soit v Pobjet [I; = () f;*€*™ ], et j un indice de I'intervalle [1..n).
Nous notons L le corps d’objet (I; = ()\xi)[[fi]]le[l"n]), et L' le corps [L,1; = (Ax)[f] ]. Nous
montrons qu’il existe un processus @, tel que [v-l; &= ¢(z)f] 2 Q
et Q~,objeisL'in e.

[v-l; = <(x)f] = wo((e — L) | defp= An)[f]in (e put, p))
=~ wedefp=An)[flin(e — [L,l;=p]) | e) (18.5)
~i wolle s (L1 = defp=w[flinp]) | ) (186)
~a o weo{e = [L,lj = An[f1]) | e (18.7)
= objeisL’in e

Dans la relation ([8), on utilise la regle dérivée (red updt) et le théoréme [[7-1. Dans la
relation ([8.§), on utilise le lemme B3 pour distribuer la définition sur le nom p. Dans la
relation ([877), on utilise la proposition .4 et le fait que =%, soit une congruence.

O

Une interprétation n’est pas seulement un codage d’un calcul vers un autre. On cherche aussi
a préserver des notions tel que la convergence et le typage. Le théoreme [[8:G permet de répondre
a la premiere attente. Ainsi il est clair que si v est une valeur de Ob; ., alors [v] est une valeur
de 7*, dans le sens ou [v] |. De plus le théoreme [[8.§ implique que si I'objet e converge vers une
valeur, alors il existe un processus Q tel que: [e] — Q = [v] . Par conséquent, si e converge,
alors [e] 4.

Nous prouvons maintenant que notre interprétation préserve les notions de typage et de sous-
typage.

Théoréme 18.7 (Simulation du typage) Si A<:B, alors [A] < [B], et si EF e: A [Obi<.],
alors [E] - [e] : [A] [B<].

Preuve La premiere propriété, concernant le sous-typage, est impliquée par le lemme [[7] et
la régle (sub top). La deuxiéme propriété est prouvée par induction sur linférence de E F e :
A [Ob; .]. On étudie la derniere régle de cette inférence. Soit A le type [[; : B;*€1"].
— cas (ac type ax): le résultat est obtenu en appliquant la regle (type ax), puis la regle
dérivée (type clone), donnée dans la figure [7.2. La preuve est similaire dans le cas (ac type
sub), pour lequel on utilise la regle (type sub);



18.2. CORRECTION DE L'INTERPRETATION DE SELF 153

— cas (ac type obj): les prémisses de cette régle sont que, pour tout indice ¢ dans I'intervalle
[1..n], on a: E,x; : AF f; : B;, et la conclusion est: E F [I; = <(x¢)fiie[1”n]] : A. L’hypothese
d’induction permet de prouver que [E],x; : [A] F [fi] : [B:]. Par conséquent, en utilisant
les résultat de la section [[7.3, et en particulier la regle dérivée (type obj), on obtient que
[E] Fobjeis (I; = [£:]° " ™) in e : [A], cest-a-dire que [E] F [[1; = s(2:) ;"] : [A4].
La preuve est similaire dans les cas (ac type sel) et (ac type updt), pour lesquels on utilise,
respectivement, les régles (type invk) et (type updt).

[

Dans l'interprétation de Ob;.. donnée dans la figure [[871, nous utilisons 'opérateur dérivé
de clonage pour coder I'appel au parameétre self. Intuitivement, au moment de I'invocation, une
variable liée par ¢ doit étre remplacée par une copie du code de 'objet appelé: c’est ce que traduit
le lemme [8.F. Il est possible de simplifier notre interprétation en ne clonant les variables que
lorsque ceci est nécessaire. C’est le cas, par exemple, avec I'objet e défini ci-dessous, qui est un
exemple de terme non normalisable de Ob; ...

e=def [l =c<(x)(x-1)]1 ~ [Il=g(z)(x])]-1 ~

11 est clair que le processus (objeis [l = (Az)(z<=l)]in (e<=1)), a le «méme comportement> que
[e], qui est le processus: objeis [l = (Az)(clone(x)<=1)]in (e<=1). On peut donc faire I’économie
d’un clonage dans cet exemple. Néanmoins on peut aussi exhiber des cas dans lesquels I'utilisation
du clonage est indispensable. Ainsi, si on considére 'exemple suivant [d], dans lequel un objet
s’applique une modification & lui-méme (on parle de «self-inflicted update» en anglais):

f=aet [l =c(@)(z-l=csy)x)] L ~ [I=<y)[l=c@)(zl=c(y)r)]]

On voit facilement que le processus obtenu a partir de [f] en éliminant le clonage, n’est pas
équivalent a [f]. En effet, si L est le corps [l = (Az)(xz 1 = (Ay)z)], alors on a:

objeis Lin (e<=l) p» objeisLin (e—1= (Ayye)
p» objeis[l = Aye]ine

Q2

—
*
—

Ce dernier exemple est intéressant, puisque le comportement obtenu est exactement celui ob-
servé dans le g-calcul impératif, dénoté impg, décrit dans [3]. On peut donc se demander s’il
est possible de modifier notre codage simplement, afin d’interpréter impg dans le calcul bleu.
Cette question semble raisonnable. En effet nous avons vu que le calcul bleu permet de coder des
opérateurs impératifs: les références (cf. section [[6.9), les définitions avec appel par valeur (cf.
section B.5.3), ... De plus D. SANGIORGI et J. KLEIST ont déja proposé une interprétation de
impg dans le m-calcul [76]. Aussi il n’est pas surprenant que nous répondions par laffirmative a
cette question dans le chapitre suivant. Nous faisons méme mieux: nous donnons l'interprétation
d’une extension concurrente de ¢ qui contient imp¢ comme sous-calcul.
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cHAPITRE 19

Interprétation d'une extension concurrente de self

ANS CE CHAPITRE, nous étudions une version impérative et concurrente du calcul d’objets de

M. ABADI et L. CARDELLI, dénoté concg et définie par A. GORDON et P. HANKIN dans [60].

Nous donnons une interprétation de concg dans le calcul bleu, qui est obtenue naturellement a
partir de l'interprétation de Ob;.. donnée dans la définition [[7.4.

19.1 Le calcul

Le calcul concg est une extension du calcul d’objets impératif impg, par des opérateurs em-
pruntés au m-calcul. De plus, comme le 7-calcul, il est basé sur la notion de nommage.

Le calcul d’objets concg possede un opérateur de composition parallele et un opérateur de
restriction. Il possede aussi les opérateurs de impg, dont un opérateur pour cloner les objets:
clone(p), et un opérateur de définition avec appel par valeur: let z = ein f. Dans cette section,
nous donnons un apergu de concg, et nous renvoyons le lecteur & [GI] pour une définition plus
complete de ce calcul.

La syntaxe de concg est donnée dans la figure [[9-1. On remarque que chaque objet est nommé
pour former une dénomination: (p — [l; = q(xi)fjie[l”"] 1) qui, de maniére informelle, a le méme
comportement que le processus dénomination défini dans 7v* (cf. définition [7.J). On remarque
aussi que si on a ajouté & ¢ de nouveaux opérateurs, on a également restreint le calcul. Ainsi on
peut seulement appliquer la sélection et la modification de méthode & un résultat, et pas a un objet
quelconque. Néanmoins on peut retrouver la syntaxe directe de ¢ en introduisant les notations:

el =get letx = einx-l et el =<y f =aer letz =ein (z-1 = <(y) f)
Et on peut représenter un objet de ¢ par le terme wp)((p — d) T p) — ou I' est 'opérateur
de composition paralléle de concs— comme dans notre interprétation des objets, cf. définition [7-1].

Comme pour 7*, la sémantique opérationnelle est donné dans le «style chimique». La relation
d’équivalence structurelle, dénoté =, est donnée dans la figure [[9.2, et la relation de réduction
dans la figure [9-3. Dans la définition de =, on omet de donner les regles qui implique que cette
relation est une congruence.

La majeure partie des regles de la figure [[9-2, sont des équivalents des regles d’équivalence
structurelle du calcul bleu (cf. figure B.J). Ainsi deux régles seulement ne sont pas usuelles: les
regles (struct par let) et (struct res let) permettent au terme e, dans le terme letz = ein f,
d’interagir avec d’autres processus en parallele. Nous avons cependant omis d’inclure une regle
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résultats: uY = T variable

| p nom
dénotations: d on= [l =o(a) f; <"
termes: e,f,g = u résultat

| (p — d) dénomination
| w-l invocation de méthode
| ul&s=g(z)d modification de méthode
| clone(u) clonage
| letx =ein f let
| (e? f) composition parallele
| wpe restriction

Fig. 19.1: Syntaxe du calcul concg

(struct par assoc) (struct par comm)

(er firg=er(frg) (erfirg=(frery

p & fn(e)
struct res res struct par
wp)vge = wqwp)e ( ) wp)(er f)= (el wpf) ( pa)
p & fn(f) p & fn(f)

(struct par)

(struct res let)

wp)el f)=(wperl f) wp)(letx =ein f) =letx = wp)ein f

truct par let
eTletz = fing=leta = (e fjing o "

Fig. 19.2: Equivalence structurelle dans concg
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d’équivalence structurelle de concs dans la figure [9.3. Il s’agit de la regle (struct let assoc)
ci-dessous.

y ¢ fn(g)
letz = (lety =einf)ing=lety =ein(letz = fing)

(struct let assoc)

Cette regle fait partie de la définition de concg, mais elle n’est utilisée que pour simplifier la
définition d’une forme normale pour les termes. De plus son absence n’affecte pas la réduction,
dans le sens ou si ~»1,5 est la réduction avec la régle (struct let assoc), alors:

— si e ~pa f, alors il existe un terme [’ tel que e ~ f' = f;
—sie~ f,alors e ~pa f.

Cette derniere propriété est due & P. HANKIN [63], qui ne donne cependant pas de preuve
formelle. Néanmoins, il est clair que ’ensemble des couples (letz = (lety = ein f)ing,lety =
ein (letz = fing)), tel que y ¢ fn(g), forme une relation de bisimulation forte modulo (v)
et I'. Aussi, dans la suite, nous choisissons de ne pas considérer cette régle dans notre interprétation.

Comme dans le calcul bleu, la composition parallele est un opérateur dissymétrique: la regle
(struct par comm) ne permet de commuter des processus qu’a gauche d’une composition parallele.
Néanmoins, et contrairement au cas du calcul bleu, ce choix est plus dicté par la sémantique
opérationnelle du calcul, que par des considérations de typage. En effet, dans la regle de réduction
du let (gh red let result), il faut pouvoir séparer dans un terme la partie résultat: la partie & droite
du parallele le plus extérieur, de ’environnement. L’intuition est que 'opérateur I’ se comporte
comme instruction fork des langages possédant des threads: 'exécution de (e " f) revient & créer
un nouveau thread e, dont seul les effets de bords, et pas le résultat, est important; le résultat de
I’évaluation de (eI f) étant le résultat de f.

Les regles définissant la réduction dans concg sont données dans la figure [[9:3. On a simplement
omit de définir les regles de réduction qui permettent de réduire un terme sous un paralleéle ou
une restriction: I'équivalent de la régle (red context) de la figure 3. On peut remarquer que les
reégles de la figure [[9.3 sont tres proches des régles de réduction dérivées des objets: (red invk),
(red updt) et (red clone).

19.2 Interprétation

Contrairement a notre interprétation du calcul fonctionnel d’objet Ob;.., notre codage des
termes de concg utilise des continuations. En particulier le codage utilise les opérateurs dérivés
return(p) et (setx = P in()), définis dans la section B.J. Ces deux opérateurs dérivés nous
permettent de simuler la sémantique avec appel par valeur de concg.

Il nous faut aussi modifier la définition de la dénomination pour les mémes raisons. Soit
F(s,3,c) U'enregistrement suivant.

Définition 19.1 (F(4,z,c))

o i€[l..n]
get), = (5% | x;e),
Fis2.c) =det | put;, = Ayi)(sT1...¥i... 2, | return(e)),

clone = (sZ | c)
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soit d la dénotation d =qef [1; = g(xi)fiie[l”n]]

w (gh red struct)
jel.n]

h red select
(p!—> d)l')p.ljw (p,_, d)r)fj{p/ajj} (gh red select)

G(ay) f S AT e 1)
(pr=d)r(plijs=c@)f)~ (pr—d)rp

q ¢ fn(d)
(p — d)P clone(p) ~ (p— d)T we)((g — d)T q)

&
Il
=~
I
s
—
2
-
I

(gh red updt)

(gh red clone)

h red let It
letz =pin f ~ f{p/z} (8h xed let result)

e~ e

h red let
letz =cinf ~ letz=¢€'in f (gh red let)

Fig. 19.3: Réduction dans concg

Le codage de la dénomination «avec continuations», dénoté (e v» L), est similaire a celui donné
dans le chapitre [[§, a la différence que nous utilisons I'enregistrement F(, ; .y a la place de E(, 3 ).
Sommairement, on obtient (e +e» L) & partir de (¢ — L) en ajoutant l'opérateur return(.) a
chaque fois qu’une valeur est attendue.

Définition 19.2 (Dénomination avec continuations) Soit L le corps [l; = (Ax;) P, - ]
La dénomination (e v L) est le processus défini par:

def ¢ = b)) ((rec s.N0)(f <= Foz.00)) 7 | return(f))
in defu; = Ax) Py, ... U, = (Az,) Py
in defs = (AZ)(e <= F(,;:.))
in (e <= F(,4,0))

Le codage de concg est donné dans la définition [[9-3. On remarque que le codage des opérateurs
déja présents dans Ob;.. n’a pas varié, mis a part pour l'interprétation des variables, qui n’utilise
plus le clonage.

Définition 19.3 (Codage de concg)

‘ [u] = return(u) 4
[ = [ =) iDL = (e [l = Qo [£]))
[ul]] = u-dl
[l =s@)f] = (uei=Awlf])
[clone(u)] = clone(u)
[letz =einf] = setx = [e] in[f]
ler 1 = (el | 1)

[wpe] = wple]
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Comme annoncé a la fin du chapitre précédent, nous montrons que le calcul bleu peut simuler
concs.

Théoréme 19.1 Si e = f, alors [e] = [f]. Si e ~ €, alors il existe un processus Q tel que

[e] = Q et Qs [¢].

Preuve La preuve de la premiere propriété est faite par induction sur l'inférence de e = f. La
preuve est trés simple, en effet, comme nous 'avons déja remarqué, seules les régles (struct res
let) et (struct par let) ne sont pas des équivalents de reégles de ’équivalence structurelle du calcul
bleu. Pour ces deux régles, il suffit d’utiliser le codage de la définition B.§: (setz = Q inP) =
ww)({u <= Ax)P) | Qu), et les regles de distributivité et d’extension de la portée données dans
la figure E.2, de la fagon suivante.

(struct res let) soit p un nom qui n’est pas libre dans f et u un nom nouveau, alors:

[wp)(letz=cinf)] = wp(ww((u<= AD[f]) | [e]u))
wuw)({u <= Ao)[f]) | @ple] )
[let = wp)ein f]

(struct par let) soit v un nouveau nom, alors:

[erletz= fing] = [e] | vwy({u<= Ax)[g]) | [f] u)
= ww((u< Aofgl) | ([el | [f])w)
[letz = (el f)ing]

La preuve de la seconde propriété est faite par induction sur I'inférence de e ~» €’. La preuve est
semblable & la preuve du théoréeme [8.6. Ainsi on commence par donner un ensemble de relations
similaires aux regles de réduction des opérateurs objets de la figure [7-1], qui permettent de simuler
les regles (gh red select), (gh red updt) et (gh red clone). Nous omettons la preuve du fait que ces
relations sont correctes dans notre systéme, car elle est trés semblable a la preuve du théoreme [[7-1].
Soit L le corps [I; = (Azy) P, €] |, on montre que:

— Si j est un indice dans l'intervalle [1..n], alors:
((evesr L) | eql) — = ({eves L) | Pi{e/x;})
— Si j est un indice dans l'intervalle [1..n], et si L’ est le corps [L,l; = (Az)P], alors:
((eves L) | (ee—1j = Ax)P)) = =4 ({ewe> L) | return(e))
—si f ¢ fn(L), alors:
((e1er L) | clone(e)) = ~p ((erer L) | whi((f e L) | return(f)))

Il ne reste donc plus qu’a montrer comment on simule les régles (gh red let) et (gh red let result).

On rappelle que return(p) = (Ar)(rp).

(gh red let) on a ’hypothese que e ~ €, et donc que [e] = ~% [€/]. Soit u un nouveau nom, on
utilise le fait que wu)(P | [] u) est un contexte d’évaluation et que =%, est une congruence,
pour montrer que:

etz =cinf] = @w((u<Anlf]) | [e]w)
— &, ww((u < A[f]) | [eTw)
= [let z = ¢’ in f]

(gh red let result) soit u un nom frais, alors:

[let z = pin f]

wu)((u <= An)[f]) | return(p) u)
wu)((u <= An)[f]) | up)
ww[f1{r/z}

[f{p/x}]

m =]
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O

Nous montrons également la validité de la reégle (struct let assoc), dans le cas particulier ou
lobjet e est une valeur, c’est-a-dire que nous montrons que si y & fn(g), alors:

[letx = (lety = win f)ing] =~ [lety = uin (let x = fing)]

Nous prouvons cette équivalence en utilisant la relation d’expansion (cf. chapitre [[0), et plus
particulierement le lemme [[0.4. Soit v et w deux nouveaux noms, alors:

[letz = (lety = win f)ing] = wv)({v <= Ao)[g]) | (le)((w ~= ((A;y)[[}f]]%
return(u) w) v
Za wow)({v <= An[g]) | (w <= A[f]) | wuwv)
2a  wuw)((v <= Anfgl) | [f1{w/y}v)

[lety =uvin(letz = fing)] =  @ww({w <= Apwv)({v <= <>\:c|>[[g]]> | [[(f]])v)>)
return(u) w
Zd  ww)({w <= Ayewv)((v <= Anld]) | [f1v) | wu)
Za  wow)({v <= Qo)) | [fI{u/y}v)

Ce qui implique que [letz = (lety = win f)ing] ~; [lety = win (let x = fing)]. Nous conjec-
turons la validité de cette regle dans le cas le plus général, néanmoins, comme nous ’avons dit
précédemment, cette regle n’est pas nécessaire pour coder concs.

19.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré comment il est possible d’interpréter une extension
concurrente de ¢ dans le calcul bleu. Cette interprétation a été donnée en utilisant un codage tres
proche de celui des objets fonctionnels, et nous pouvons d’ailleurs fournir des résultats similaire
a ceux du chapitre [[§, pour le typage des objets concurrents. Notre interprétation a aussi permis
de valider notre codage des dénominations, qui apparaissent comme une catégorie importante de
processus pour modéliser les objets, a ’exemple des définitions dans 'interprétation des fonctions,
c’est-a-dire du A-calcul. Ainsi, on peut considérer trois type de ressources. Les ressources unique:
{u <= P), qui sont consommées par la communication, les ressources répliquées: (v = P), qui sont
infiniment disponible — et qui sont non modifiables — et finalement les dénominations: {u — L),
qui peuvent s’interpréter comme des «déclarations linéaires». Il semble donc souhaitable d’incor-
porer directement les dénominations dans la syntaxe, comme un opérateur primitif de notre calcul.

Dans le chapitre suivant, nous nous intéressons a une nouveau modele d’exécution des ob-
jets, qui consiste a permettre d’ajouter dynamiquement des méthodes a un objet. On trouve une
définition formelle de ce modele des objets extensibles dans [d9], on 'auteur définit un calcul d’ob-
jets, dénoté AODbj, qui est basé sur le A-calcul, et qui contient en plus des constructeurs de ¢, un
opérateur d’extension.



cHAPITRE 20

Objets extensibles

NE DES RAISONS QUI EXPLIQUE l’engouement des développeurs d’applications pour les
U «technologies objets», est que ce modele de programmation favorise la réutilisation du code.
Ainsi, dans les langages orientés objets par exemple, le mécanisme de I'héritage permet de réutiliser
la définition d’une classe pour créer de nouvelles classes offrant plus de fonctionnalités. Cepen-
dant il existe une approche différente, celle des langages avec délégation, dans laquelle les classes
sont remplacées par des prototypes, c’est-a-dire des objets extensibles, 'instanciation de classe est
remplacée par le clonage, et ’héritage est remplacé par I’ajout de méthode.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a ce modele d’objets. Plus précisément, nous donnons
une interprétation du calcul AObj, défini par K. FISHER et al. dans [46, &8, @9], qui est un calcul
d’objets fonctionnels et fortement typés, comme Ob;_.. A la différence des chapitres précédents,
nous choisissons ADef, le calcul fonctionnel introduit dans le chapitre B4, comme calcul cible de
notre interprétation, a la place du calcul bleu. Ce choix est motivé par le fait que le calcul étudié est
fonctionnel, et donc que les «opérateurs concurrents» de 7v* ne sont pas utiles. Le codage des termes
de AODbj est donné dans la section PU-2, et nous étudions le typage et le sous-typage des objets
dans la section P0.3. Le systeme de types cible que nous considérons est BF¢ (cf. figure [4.4). Plus
précisément, il s’agit de la restriction du systeme BF¢ au opérateurs de ADef. Bien que la réduction
de ADef differe de celle du calcul bleu, le résultat de conservation du typage vaut toujours.

20.1 Le calcul des prototypes

Dans la suite de notre étude, nous utilisons indifféremment les termes prototypes et objets
pour désigner les expressions du calcul de K. FISHER et al.. Nous verrons que ces termes
correspondent a deux notions distinctes dans le calcul typé. Plus précisément, un objet est un
prototype qui ne peut pas étre étendu.

La syntaxe de AObj est donnée dans la figure PU-1. On remarque que le A-calcul est inclus dans
ce calcul. Ainsi, pour lier le parametre self, on utilise la A-abstraction plutdt qu’un lieur spécial
comme ¢, Uintuition étant que, dans l'extension {(e<«+! = f), le terme f est (ou se réduit en) une
abstraction.

Remarque (Conventions) Nous pourrons noter (I; = f;"1")) — ol les noms de méthodes dans

(13)ien..n) sont distincts — le prototype (({) «+Il1 = f1)...«+l, = fn), et nous utilisons la notation
(e«+el = f) pour désigner soit une extension (e<«+I = f), soit une modification (e«—1 = f). W
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Nous avons étendu la syntaxe initiale du calcul d’objets de K. FISHER et al., en ajoutant un
nouvel opérateur: Sel(e,l,0bj), qui simplifie la définition de la relation de réduction. Intuitivement,
le terme Sel(e,l,0bj) représente la sélection de la méthode I dans 'objet e, mais avec le parametre
self 1ié & obj. On trouve la méme notation dans d’autres études de AObj [I3, 43].

prototypes: obj == () prototype vide

| (e~l=f) extension de l'objet e par la méthode !
| (e—1=f) modification de la méthode [

valeurs: v = obj | Az.e

termes: e.f,g = = variable
| Az.e A-abstraction
| (ef) application
| obj prototypes
| e<=l invocation de la méthode !
| Sel(e,l,obj) opération auxiliaire

Fig. 20.1: Syntaxe du calcul AObj

La relation de réduction entre termes de AObj est donnée dans la figure 0.4. On remarque
Putilisation de I'opération Sel(e,l,0bj), & la place de la relation de «<bookkeeping» trouvée dans [49].
On remarque aussi que la relation ~» est paresseuse.

(fm red beta) (Az.e)f ~ e{f/x}

(fm red select) obj<=1 ~» Sel(obj,l,0bj)

(fm red success) Sel({e<el = f),l,e') ~ (f ¢€)

(fm red next) Sel({e«ek = f),l,e/) ~ Sel(e,l,e’) (k#£1)
(e f)~ (¢ f)

(fm red context) ewe = ( el <=l

Sel(e,l,f) ~ Sel(e,1,f)

Fig. 20.2: Réduction dans AObj

Pour donner une idée de 'expressivité du calcul de K. FISHER et al., nous étudions I’exemple
de l'objet point, qui est un classique de la littérature sur les langages a objets.

Exemple 20.1 (Le point mobile) Un exemple classique d’objet est celui du point, dans un
espace & une dimension, dont la position peut étre modifiée. C’est-a-dire un objet avec une méthode
pos pour mémoriser la position du point, et une méthode move pour changer cette position.

point =44 ({{) «+pos = Az.0)
—+move = Axd.((x «—pos = \y.(x<=pos + d))))

on montre alors les relations suivantes, qui sont respectivement un exemple d’invocation et d’ex-
tension de méthode, ol &~ est la relation de conversion entre objet, c’est-a-dire la plus petite
congruence qui contient ~.
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(point<=imove 5) ~  Azd.(x<—pos = \y.(x <= pos + d)) point5
~  (point«pos = \y.(point < pos + 5))
o {point<—pos = \y.5)

o {(pos = Ay.5,move =--")

~
~
~
~

(point —color = Az.red) =p (pos = A\x.0,move = Az.(- -+ ),color = Az.red)
a

Le calcul AObj est fortement typé, néanmoins le systeme de types est assez complexe et n’est
introduit que dans la section B0.3. Ainsi, nous préférons d’abord définir notre codage des objets
dans ADef.

20.2 Interprétation

Dans notre interprétation, nous représentons un objet (l; = file[l“”]> par une définition
récursive qui encapsule la fonction:

G = selh)[l; = (M7 self),... I, = (M, self)]

C’est-a-dire la fonction qui, étant donné un objet, retourne un enregistrement de toutes ses
méthodes. On retrouve la fonction G dans d’autres interprétations des objets: dans les travaux
de W. Cook [34] par exemple, ou dans [@, 2], ol G est nommé générateur d’objets. On peut
remarquer que dans le codage des objets de ¢, nous utilisions un autre type de générateur d’objets,
c’est-a-dire lenregistrement: [I; = (/\self)Miie[l“”] ].

On peut utiliser la fonction G pour définir une interprétation tres simple des objets, que nous
donnons dans la définition P0.1. Nous nommons cette interprétation self-application semantics [3],
car la sélection (e<=1I) est codée par 'application du générateur d’objet (e) a lui-méme. Il faut
noter que dans [B], 'interprétation de la sélection est ((e)) -1) (e), et non pas ((e) (e)) - 1.

Définition 20.1 (Self-application) Soit G la fonction (Aself)[l; = ((e;) self)ie[l”"] ], la self-
application semantics est le nom donné au codage (.), tel que (.) est un homomorphisme sur les
opérateurs du A-calcul et tel que:

(e=l) = ((e) (eh) -1
(Sel(e,l,f)) = (leh (£)) -1
((eeel=f)) = (Xsel)[(e) self ,l = (f) self]

La self-application semantics permet de simuler la réduction des objets, dans le sens oui on montre
que si e ~ ¢, alors (e) = (¢’). Cependant elle pose de difficiles problemes de typage, aussi nous
proposons une nouvelle interprétation, dans laquelle nous séparons les deux usages possible d’un
prototype: 'invocation de méthodes et ’extension.

L’idée de séparer les différents usages d’un objet n’est pas nouvelle, on la retrouve dans la
«split method» [2, £37] utilisée dans l'interprétation de Ob;... Néanmoins nous devons aménager
la technique de la split method pour permettre d’augmenter I’ensemble des méthodes d’un objet,
ensemble qui n’est pas fixe dans notre cas.
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Avant de donner notre codage des objets, nous définissons le processus générateur de proto-
types: Proto. Nous désignons par P, ,), I'enregistrement suivant.

P(s,0) =det [inht = z,invk = x(sx) ]

Le codage des objets utilise un processus dont la définition est similaire a celle de la cellule mutable
(cf. section [[6.9). Nous désignons par Proto la définition récursive suivante.

Proto =4t recs.(An)P (g ;) (20.1)

Intuitivement, le champ inht sert a interpréter I'extension — ou encore 'héritage —, tandis que invk
sert a interpréter la sélection d’une méthode. En particulier, si on se représente x comme étant
I’état de l'objet — c’est-a-dire un générateur d’objets comme dans la self-application semantics
—, le champ inht permet de recréer un nouveau générateur en étendant le générateur «courant»,
tandis que le champ invk applique le générateur aux termes (sx), c’est-a-dire a une copie de l'objet.

En utilisant la définition de ’équivalence =p, entre termes de ADef (cf. section B-4), on montre
que:

(ProtoM) ~p defs = Az)P ) in(s M)
~p defs = Ax)P(, )0 = Min[inht = x,invk = x(sx)] (20.2)
~p  [inht = M,invk = M(ProtoM) |

Ou la notation def 1 = Ny,z9 = Noin M désigne le terme def 1 = N; in (def 2o = Nyin M).

Le codage des objets dans ADef, dénoté [.], est donné dans la définition suivante. On a cepen-
dant omis le codage des opérateurs du A-calcul, qui est trivial.

Définition 20.2 (Codage de AObj dans ADef) On suppose que z est un nouveau nom.

[O] = Proto Az)[]
[e<Ii] = [e] -invk-l
[Sel(e,., )] = (([e] -inht) [f]) -1
[(e«el=f)] = Proto Azx)[([e] -inht z),l= ([f] )]

On peut montrer que, si G est le générateur d’objet (Ax)[l; = ((e;) m)ie[l”n] ], alors le codage

du prototype (I; = eiie[l“"b est équivalent & (Proto G), et donc est équivalent & lenregistrement
[inht = G,invk = G(Proto G)] (cf. équation (£0.7)). En particulier, on remarque que le générateur
d’objet associé & un prototype e, est le terme ([[¢] -inht). On remarque aussi que dans notre codage,
on peut définir une opération d’extraction de (pré)méthodes, notée e — I, qui se code de la maniere
suivante.

[e = ] = Ax)([e] -inht z -1)

Ce qui correspond au fait que la (pré)méthode de nom I, du générateur G, est labstraction
AT)(G x-1).

Notre interprétation est assez similaire au modele des objets de W. COOK, dans lequel
on sépare les objets des générateurs d’objets, et ou I'héritage n’agit que sur les générateurs.
On retrouve également le fait que extension et modification de méthodes sont deux opérations
opérationnellement équivalentes. Cependant on trouve aussi des différences avec ce modele:

— nous réunissons les deux notions de générateurs et d’objets au sein d’'un méme enregistrement

([inht = G,invk = G(Proto G)]). Ce choix permet de simplifier le typage;
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— les objets peuvent étre dynamiquement étendus.

Nous montrons maintenant que notre codage est correct.

Théoreme 20.1 (ADef simule AObj) Si e~ €, alors [e] ~p [€'].

Preuve (théoréme B0.1) La preuve est faite par induction sur l'inférence de e ~» ¢’. Dans
la preuve, on utilise le fait que si e est de la forme () ou (e«el = f), alors [e] est équivalent
a [inht = G,invk = G(Proto G)], ol G est un générateur d’objet. Ce résultat est impliqué par
Péquation (R0.2) et la définition de [e].
— cas (fm red beta): on suppose que z ¢ fn(f). le codage d’un rédex se réduit de la fagon
suivante.

[(Az.e) f1 = (Ao)le]) [f]) #p (defz = [f]in[e]) ~p ([l {[/1/=})

— cas (fm red select): on montre que [obj<=1] ~p [Sel(obj,l,0bj)]. Par définition obj est de
la forme () ou (e«el = f). Il existe donc un enregistrement R tel que Jobj] = (Proto (Az)R),
et on a:

[obj<=1] p [inht = Az)R,invk = Az)R (Proto (Az)R)] -invk -1
(Ax)R (Proto (Ax)R)) -1

p (AR [ob]]) I

QA
9

[Sel(obj,l,obj)] =p ([inht = Az)R,invk = (Az)R (Proto (Az)R)] -inht [obj]) -1

D ((An)R [obj]) -1

Q&

Par conséquent Jobj<=1] ~p [Sel(obj,l,0bj)], ce qui est le résultat attendu;

— cas (fin red success): par définition [(e<el = f)] est le terme (Proto (Ax)R), ou R
est lenregistrement [[e] -inht 2,1 =[f] «] (on suppose que z ¢ fn(f)). Par conséquent
[Sel({e«el = f),l,€')] est le terme ((Proto (Ax)R) -inht [¢'] 1), et on a:

[Sel({e<el = f),l,0bj)] (AD)R [ -1

;D defz = [e'] in[[e] -inht z,l=[f] =] -1
~p defx=[e]in([f] x)
~p ([f11eT)

Ce qui est le résultat attendu. La preuve est similaire dans le cas (fm red next);
— cas (fm red context): il suffit d’utiliser le fait que ~p est une congruence.

On peut démontrer un résultat plus général que le théoréme B0.]] [I7], qui relie la convergence
d’un objet a celle de son interprétation. On dit que le prototype e converge, noté e |}, s’il existe
une valeur telle que e ~» v. Comme ’évaluation est déterministe, cette valeur, si elle existe, est
unique. Nous pouvons alors la noter eval(e). De méme, on peut définir le terme eval(M), si le
terme M de ADef converge.

Proposition 20.2 Un prototype e converge si et seulement si son interprétation converge, c’est-
a-dire que e || < [e] .

Cependant nous ne donnons pas la preuve de ce résultat ici, car celle-ci est assez technique et
n’apporte pas d’éclaircissement sur notre codage.

Apres avoir étudié la sémantique opérationnelle des objets, nous nous intéressons dans la section
suivante a leur typage. Comme pour I’étude de la réduction, nous commencons par définir le
systeme de types de AObj, puis nous donnons une interprétation de ces termes dans le systeme
BF¢, et nous prouvons un résultat de correspondance.
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20.3 Systeme de types pour les prototypes

Depuis la premiere définition du calcul des prototypes, plusieurs systemes de types ont été pro-
posés. La définition de plusieurs systemes de types se comprend tres bien, puisque c’est le typage
des objets qui est le probleme difficile, plus que ’étude de leur comportement opérationnel, C’est
également 1’étude des systemes de types qui a motivé I’étude des calculs d’objets. En effet on peut
dire, de maniére grossiere, que ce qui a motivé la définition des calcul d’objets [8], est I’échec des
tentatives de donner une interprétation des langages a objets dans le A-calcul qui permette d’ob-
tenir des systemes de types suffisamment puissant. En particulier en ce qui concerne le sous-typage.

Comme dans le cas des extensions typées de g, les systemes de types pour AObj sont basés
sur un opérateur primitif, qui est noté (prot.[l; : el ]) dans ce cas, car il s’agit du type
des prototypes. Le systeme défini dans [AR] est fondamentalement celui de [46], enrichi avec une
forme de sous-typage. Dans notre interprétation, nous nous intéressons a une version simplifiée
de ce systéme, qui est décrit dans la thése de K. FISHER [49]. Plus précisément, nous considérons
le systeme défini dans le chapitre 3 de [dY], qui ne contient ni quantification existentielle, ni
annotations de variance.

Nous commengons par décrire le systeme de types, la relation de sous-typage étant définie dans
la section PU.3. Dans le systeme que nous étudions, on considere en plus des types et des sortes,
une catégorie particuliere d’expressions nommées rangées, et qui servent a définir l'interface des
objets. Intuitivement, une rangée est 1'équivalent des types enregistrement de BF.

Définition 20.3 (Sortes, types et rangées) Les sortes sont engendrées par la grammaire
suivante.

k=T |M|T-M avec M = {ly,...,l,}

On considere deux ensembles distincts de noms de variables: un pour les types et I'autre pour les
rangées. Les rangées et les expressions de types sont engendrées par la grammaire suivante.

rangées o == rl|[]][e,l:7]| (At.0)| (o7)
types 7,0 = t|(r—-o0)]| (prot.o)
La sorte T est la sorte des types bien formés, tandis que {l,...,l,,} est la sorte des rangées

qui ne contiennent pas les méthodes (li)z‘e[1..n]~ La grammaire des sortes contient aussi le terme
T — M, qui est la sorte des interfaces, c’est-a-dire des fonctions des types vers les rangées. Les
interfaces correspondent a la seule forme possible d’abstraction sur les types. Comme dans BF¢,
les environnements de typage contiennent des associations entre variables et types/sortes, et des
contraintes de sous-typage:

Fu=0|Tx:7|Ttur|Tr<yo

La contrainte (r<:,, o) fait intervenir la relation de sous-typage en largeur <:,,, qui est définie dans
la figure P0.4. Dans le systéme de [49], on trouve une information de sorte avec chaque association:
(r<:wpo:: k), qui contraint la variable de rangée r & étre instanciée par des types de sorte . L’ajout
de cette hypothese sur la sorte des variables de types — dans les environnements —, est motivé par
l'utilisation des types existentiels dans [A9]. Nous ne nous préoccupons pas des types existentiels
dans notre étude, aussi nous supposons que & est toujours égal & T — ) dans notre version simplifiée
du systeme de types, et nous omettons cette annotation dans la suite. Nous conjecturons que cette
hypothése n’est pas trop contraignante en ’absence de types existentiels, dans le sens ol on ne
modifie pas ’ensemble des termes typables. Cette conjecture est aussi partagée par K. FISHER [b60].
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Les différents jugements du systeme de types de AObj sont les suivants:

't % environnements bien formés 'k o<:wo sous-typage des rangées
I'F7 @ T type bien formé 'EP:71 le terme a le type
'k o :: k larangée a la sorte

La définition de ces jugements est donnée dans les figures 0.3 a PU.5, cependant nous omettons
de donner les regles d’affaiblissement pour ces jugements, qui sont triviales. On définit aussi le
méta-jugement I' - 7 22, 0, qui est un abrégé pour ' 7 <:,ocet ' o <y, 7.

Pk7 2T z¢dom(D) F'kx t¢ ()

0+ *

Tax:7F=* 't TFE=*
F'Fou:T-M r¢dom(T)
Dyr<uyob *
'k« (t:T)el 'r72:T Tro:u:T FtaThkpa: M
FkteT 'k(r—o):=T 't (prot.p) :: T
F'kx (r<gywe)el TrepaT-M MCM
FkraT-0 F'kpuT M
I't:TrFp:: M I'trpea:T-M TFr7:aT
F'Xo::T-M 'k (or) = M
| e F'kFoaMuw{l} T'kF7:aT
FH[] =M Tk[o,l:7] =+ M

Fig. 20.3: Environnement bien formés et systeme de sortes

On remarque que la définition d’environnement bien formé implique que si I',t :: T F %, alors
t n’apparait pas libre dans I'. Le systeme de sortes est assez usuel, on remarque néanmoins que
la régle de construction des rangées [p,[ : 7], interdit d’ajouter un champ qui est déja présent.
Ainsi la rangée [1 : 0,1 : 7] n’est pas bien formée dans ce systéme. Ceci explique les différences de
définitions entre les relations de sous-typage en largeur de BF¢ et de AObj.

I'ko:k Pk (r<i,o el ko1 <iwo2 T Fos<iyos
I'Fo<wwo 'kEr<wwoe 'k o1 < o3
It ThRo<ipo2 ThoyaM 'Fo<wor ThRegaT-M TI'kF7aT
I'E At.op <iy At.02 Ik (017) <t (027)
Dk o1 <t (At.g2) T Dk (At.o1) 7 <tw 02
'k o1 <t 02{7/t} I'Fo{T/t} <w o2

F'Fo<wwor ThEmmn Trleg,l:n]aeM;, i€{l1,2}
THlo1,l:m]<wwlo2,l:72]
F'Fo<wor TrHlo,l:7] M
TH[o1,l:7]<ww 02

Fig. 20.4: Sous-typage en largeur: <:y,

Les regles de typage des prototypes sont données dans la figure PU.5. Les regles pour la partie
A-calcul sont usuelles et correspondent au systeme de types simples de A. En ce qui concerne la
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'tx (z:7)el Fz:7ke:o
(pro ax) ———— (pro abs)
a7 'FXe:T—0o

'Fe:7-0o F}_f:T(proapp) 'k %
Lk (ef):o 'k (): (prot.[])

Fke:(prot.o) TituTh o<y [l:7]
'k e<«=l:r{(prot.g)/¢}

(pro void)

(pro invk)

I'te: (prot.p) It Tkop: {l}
Do <ip Ao, l:7]F f:(t—T7){(prot.(rt))/¢} (
Ik {e—l=f):(prot.[o,l:7])

pro ext)

F'ke:(prot.p) Tyt Tk oe<iy|[l:7]
L <ip Aok f:(t—7){(Prot.(rt))/t} (
'k (ee—I1=f):(prot.p)

pro over)

Fig. 20.5: Systeme de types de AObj

'+« (z:7)erl Fe:7H-M:o
(type ax)

t b
'Fax:7 Fl—(/\x)M:T—MI(ypeas)

I'-M:17-0 FI—N:T(t ) 'k %
€ a -
TF (MN):o ype spp TF[]:[]

(type void)

F'EM:[l:0] 'EM:p 'EN:T
————————— (type sel)
r-(M-):0o PE[M,l=N]:[o,l:7]

(type over)

TF'e:7rFN:7 Tax:7H-M:o

t; def
I'Fdefx=NinM : 7 (type def)

'kr<o FI—M:T(t b) '-M:o I’,F’}—*(t K
€ su € wea
I'EFM:o P I'-M:o P
r-7Cr T'EFM:M¥tCT1.0) ) I'tCr-M:o
7 (type inst) (type gen)
'k M:o{T/t} 'M:(VtCr.0)

Fig. 20.6: Systeme BF¢ restreint aux opérateurs de ADef
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partie objet, la régle de typage de linvocation, régle (pro invk), indique que le parameétre ¢ dans
le type (prot.p), représente le type de 1'objet. C’est la notion de «self type» qu’on retrouve par
exemple dans [B].
On remarque P'existence de deux regles distinctes pour typer 'extension et la modification:
— dans la regle (pro ext), le jugement T',t :: T F p :: {l} indique que le prototype e ne posseéde
pas de méthode nommée [, on est donc dans le cas d’une «vraie extension ».
— dans la regle (pro over), 'hypothese I'yt :: T F o <i, [l : 7] indique que le prototype e
possede une méthode [, de type 7. Cette regle autorise donc la modification d’une méthode,
a la condition que la nouvelle méthode soit du méme type. Ainsi, on retrouve dans ce cas le
méme mécanisme de typage que dans Ob; ...
Nous donnons un exemple d’utilisation de ces regles de typage, en étudiant le typage de 1’objet
point.

Exemple 20.2 (Type de point) Nous montrons que le prototype point, défini dans
Pexemple P01, a le type (prot.[pos : int,move : (int — t)]). Il est facile de voir que le type de la
méthode pos est (7 — int) pour n’importe quel 7, en effet:

7 <iw At.[pos :int] - Az.0 : (t — int){(prot.(r t))/¢}
et par conséquent, en utilisant les régles (pro void) et (pro ext), on obtient que:
0 F (pos = Az.0) : (prot.[ pos : int]) (20.3)

Nous montrons maintenant que le type de move est (7 — (int — 7)), ol 7 est le type (prot.(r t))
avec la contrainte que r <:, At.[pos : int,move : (int — ¢)]. Soit g, la rangée
[pos : int,move : (int — t)].

7 <ty AL.0p,x : (prot.(rt))Fx: (prot.(rt)) op <ty [pos:int]
7 <ty AL.0p,x : (prot.(r t)) F x<pos: int
7 <iw M.0p,d : int,x : (prot.(r t)) F Ay.(x<pos +d) : (t — int){(prot.(r t))/¢}
T <ty Ab.gpt 1t T (1) <ty 0p <ty [pos : int]
T <ty At.0p,d :int,x : (prot.(r t)) F x: (prot.(r t))
7 <ty At.0p,d : int,x : (prot.(r t)) F (x<—pos = Ay.(x<=pos + d)) : (prot.(r t))
7 <t M.0p, F Azd.(x—pos = \y.(x = pos + d)) : (t — (int — t)){(Prot.(r t))/¢}

(pro invk)

(pro over)

et par conséquent, toujours en utilisant la régle (pro ext), on montre que:

0+ (pos = Az.0) : (prot.[ pos : int]) t 2 TF [pos:int] :: {move}
7 <ty At.gp F Axd.(x—pos = \y.(x<=pos + d)) : (t — (int — t)){(Prot.(r 1)) /¢} (20.4)
0 F (pos = Ax.0,move = Azd....) : (prot.[ pos : int,move : (int —t)]) '
ce qui est le type annoncé. O

Comme nous avons ajouté opérateur Sel(e,l,f) & la syntaxe des objets considéré dans [A9],
nous ajoutons aussi une regle de typage pour cet opérateur.

Fke:(prot.o;) TF f:(protos) Tht: TlE g9 <iy 01 <iyl[l:T]

ro selec
[ F Sel(e,l,f) : T{(prot.02)/t} v K

En utilisant les résultats de la section suivante, nous montrerons que cette regle est valide.

20.4 Interprétation des types

Dans cette section, nous montrons comment on peut dériver les regles de typage des prototypes
en utilisant notre codage des objets dans ADef, et le systeme BF¢. Nous rappelons, dans la
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figure P0.G, les regles de types associées aux opérateurs de ADef.

Afin de simplifier notre présentation, nous définissons deux abréviations pour le codage
des prototypes. Nous notons M & [ le terme (M -invk -1), et (M «— | = N) le terme
(Proto (Az)[ M -inht x,1 = N x]). Ainsi l'interprétation des prototypes peut se définir directe-
ment par [e] &1 pour [e<=1], et par {([e] < = [f])) pour [{e«el = f)].

Nous commencons par définir notre interprétation des sortes, qui est trés simple. Ainsi, nous
codons la sorte des types par son équivalent dans BF¢ qui est T, et nous codons les sortes des
rangées par la sorte des enregistrements R. Sans surprise, la sorte des interfaces est I = (T — R).

Définition 20.4 (Codage des sortes de AObj)

[T]=T [M]=R [T-M]=T-R

Nous définissons aussi une nouvelle notation pour les sortes, soit J = (T — R) — R, c’est-a-dire la
sorte des opérateurs qui prennent une interface en argument, et qui renvoient une rangée.

Avant de montrer comment nous simulons les régles de typage des prototypes, nous définissons
deux notations pour des opérateurs de types de BF¢, et nous donnons quelques inférences de type
valides dans ce systeme.

Définition 20.5 (Opérateur de types pour les prototypes) Nous définissons un opérateur
de types utile pour typer Proto (cf. équation (B0.I])), et donc le codage des prototypes.

pro =aer up’.As'.po.[inht : (Vs' C 5. (ps' — s(ps"))), invk : so]

la sorte de pro est la sorte de la variable récursive p, c’est-a-dire (T —R)—R. Si g est une rangée (et
donc & la sorte R), on dit que (pro (At'.g)) est un type prototype. Ce type sera I'interprétation du
type prototype de AObj, aussi nous emploierons abusivement la notation (prot.g) pour désigner
(pro (At*.0)). Nous définissons également un opérateur utile pour donner le type du champ inht
de pro.

pre —aor ALL(s' T t. (pros’ — t(pros))

la sorte de pre est (I-T) = (T—R)—T. Si g est une rangée, on note (pret.o) le type (pre (At*.p)).

Il est facile de montrer une relation entre types similaire & I’équation (R0.2). Soit ¢ un type
quelconque, on a:

(proc) ~ [inht: (preo), invk : o (proo)] (20.5)

Preuve (la relation (B0.5) est valide) En utilisant la p-conversion, on montre facilement que
pro ~ Ast.po®.[inht : (Vs' C s . (pros’ — s(pros’))), invk : so]. De plus on montre que (prec) ~
(Vs' Co.(pros’ — o(pros’))). Par conséquent:

(proc) ~ pot.linht: (Vs'Co.(pros’ — a(pros’))), invk : oo
~ uo.[inht : (prea), invk : go]
~ [inht : (preo), invk : o(proo)]
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ce qui nous permet de montrer que la regle suivante est admissible dans notre systeme:

I'EG:(preo)

TF (Proto G) : (pro) \YP¢ Pt (206)

Preuve (l’inférence (20.6) est valide) Soit A l'environnement tel que x soit de type (preo),
et s soit de type (preo) — (proo). Alors A F (sz) : (proo), et:

At xz:(prec) ~ (Vs Co.(pros’ —o(pros’))) AklocCo
AFz:(proo—a(proo))

(type inst)

Par conséquent A - x(sx) : o(proo), ce qui implique que I'enregistrement P, ) est de type:
AF Py 2 [inht = (preo),invk = o(proo)] ~ (proo) cf. équation (P0.5)

En utilisant les régles (type abs) et (type rec), on montre alors que §) - Proto : (prec) — (proo).
Par conséquent, si I' = G : (preo), alors T' - (Proto G) : (proo). O

Un cas ou l'utilisation de la regle dérivée (type pro) est utile, est lorsque G est un générateur
d’objets:

G =dqet An)[ly = (My x),... )l = (M, x)]

tel que G peut étre typé par le type (pret.o) (c’est-a-dire par (pre (AtT.0))), oll o est la rangée
[l : t€ltn] ], en utilisant ’hypothese que le parametre self = a le type (pro s’), sous la contrainte
s C (AtT.0), et tel que M; a le type (t —7;){Pros’/¢}. Ainsi, on obtient une régle de typage moins
générale que (B0.6) qui est:

T,s' C (AtT.0),2 : (pros’) F [l = (M; 2)' <™ [1; : mi{pros’ /) €1

I' - (Proto G) : (prot.p)

]

Soit encore:

I,s' C (AtT.0) - M; : (t — 7;){pros’/¢} Vi € [1..n]

i - (type proto) (20.7)
'k (Proto Am)[l; = (M; x)le[l--”] ) : (prot.[l; : 7€)

Cette derniere reégle montre que le codage des prototypes est de type (prot.g). En particulier, la
reégle (type proto) implique que le prototype vide a le type (prot.[ ]):

I'F0D: (prot.[])

Nous montrons maintenant comment typer I'invocation, I’extension et la modification de méthodes.

Invocation. En utilisant la régle (type proto) et ’équation (20.5), on montre que (Proto G) a le
type suivant. Soit o I'interface (At™.0), on a:

(prot.g) = (proo) ~ [inht : (Vs' C o. (pros’ — o{Pros’'/t})), invk : o{proc/¢}]

On remarque que le champ invk du codage d’un prototype, a pour type la rangée
[l : 7 {pro U/t}ie[l”n] ]. Si on sélectionne ce champ, ce qui correspond & I'invocation de méthode,
on a donc uniquement acces aux méthodes de G. Ainsi, en utilisant la loi (P0.5) et la régle (type
sel), on montre une régle de typage admissible pour I'invocation:

I'-M:(prooc) TrFoCAtL[l:7]
'k (M -invk -1) : T{proo /¢}

(type invk) (20.8)
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Ce qui, dans le cas spécial oul o est l'interface AtT.o, donne une régle similaire & la régle (pro
invk) de la figure P0.5:

I'EM:(proto) TiuTFoeC[l:7]

(type proto invk)
I't+M&l: r{(prot.g)/t}

Le type du champ inht, par contre, est le type d’une fonction qui accepte des arguments de
type (proc’), pour tout o’ tel que o’ C o, c’est-a-dire pour toute extension possible du prototype,
et qui retourne une rangée «spécialisée» a cette extension. On utilise fonction dans (le typage de)
I'extension et de la modification.

En utilisant la loi (P0.5), on montre que l'inférence suivante est valide. Soit G le générateur
G = Ax) M -inht ,l = N z], alors:

I'EM:(proog) ThHo'Co THFN:(VsCo'.(pros—7{pPros/t}))
'FG:(VsCo' . (pros—[o(pros),l: {pros/¢}]))

(20.9)

Par conséquent, si on cherche a appliquer Proto au générateur G, il faut typer G avec le type
(prec). Une solution est d’utiliser la regle (type sub) pour sous-typer le type de G, ce qui impose
de trouver deux types o et ¢’ qui vérifient 1’équation:

(Vs E o' . (pros—[o(pros),l:7{pros/t}])) < (Vs E o’ . (pros —a'(pros)))

Soit plus simplement: [o(pros),l: 7{pPros/¢}] < (o'(pros)). De plus il faut que les solutions
vérifient les prémisses de la loi (P0.9), une deuxiéme contrainte est donc que I' - ¢’ C o. Nous
étudions deux solutions possible a ces équations.

Extension. Une premitre solution consiste & choisir o/ = AtY.[(o t),1: 7]. Cette solution cor-
respond & l’extension de méthode. Dans ce cas, on montre facilement que ¢’ C o et que
(o’(pros)) ~ [o(pros),l: 7{pros/¢}]. Par conséquent on peut remplacer ¢’ par sa définition dans
I'inférence de l'équation (BU0.9), et utiliser la loi (P0.) pour obtenir une reégle admissible pour
Iextension:

'-M:(proo) Typt:uTr[o,0:7]C0c TFN:(VsCAt'.[(ot),l:7].(pros—7{pros/¢}))

I'F (Proto G) : pro (At".[(c t),1:7])

Si o est l'interface AtT.p, cette inférence se réécrit plus simplement sous la forme:

'M: (prot) TituThkH[o,l:7T]Cp
Do C At [o,l:7]F N:(t—7){pror/¢}
' {(M«—1=N): (prot.]lo,l:7])

(type proto ext)

Modification. Une seconde solution, moins évidente, consiste a choisir ¢/ = o avec I’hypothése
que o C AtT.[1:7]. En effet, dans ce cas, on peut utiliser la régle (wsub updt) de la figure
pour montrer que:
o C ARl 7]
o(pros) C (AtT.[1:7]) (pros)
a(pros) C [1: 7{(pros)/t}]
[o(pros),l:7{pros/¢}] C o(pros)
En appliquant le méme raisonnement que dans le cas précédent, on obtient alors une regle admis-
sible pour la modification:
I'FM:(proo) TroCAtL[l:7] THN:(VsCo.(pros—7{Pros/t}))
I'+ (Proto G) : proo
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Encore une fois, si o est Uinterface AtT.p, cette inférence se rééerit plus simplement sous la forme:

EM:(proto) TiuThFoC[l:7]
Dy CAtYoF N:(t—7){pror/¢}
'k {M«1=N): (prot.p)

(type proto over)

On peut aussi prouver la validité de la régle (pro select). Nous omettons la preuve ici, mais
celle-ci utilise encore une fois la loi (B0.H). Ainsi, on montre que l'inférence suivante est valide
dans notre systeme:

' M: (prot.o;) TI'FN:(prot.gs)
TitaThoeCo C[l:7]
Tk (M -inht N -1): 7{(prot.o2)/¢}

(type proto select)

Interprétation des types. Au regard des regles de typage dérivées que nous donnons dans cette
section — c’est-a-dire les regles apparaissant dans un encadré —, l'interprétation des types de
AObj doit maintenant étre claire. D’autant plus que nous avons décidé de noter (prot.p) le

type (pro (At".0)).

Définition 20.6 (Codage des types de AObj) La fonction de codage des rangées dans BF¢
est ’homomorphisme tel que [At.o] = AtT.[g]. Le codage des types fonctionnels est lui aussi
trivial: [t] =t et [(7 — 0)] = ([7] — [o]), tandis que les types prototypes sont codés en utilisant

Popérateur pro: [(prot.o)] = (prot.[o]).

L’interprétation des environnements de typage est lui aussi trivial, en particulier on code la
contrainte (r <:, g), par la contrainte (r C o] ). Il est facile de montrer, avec notre codage, que le
systeme BF¢ permet de simuler le systeme des figures PU.3 et PU.4.

Lemme 20.3 SiT'F =, alors [[] F *. SiTF 7 2 T, alors [T F [r] =+ T. Si Tk o 2z M, alors
[TTF o] :: R.

Nous omettons la preuve de ce résultat ici: elle est assez simple, car chaque regle a un équivalent
dans BF¢, néanmoins elle est longue et sans grand intérét. Nous montrons que notre interprétation
conserve le typage des termes.

Théoréme 20.4 (Simulation du typage) Sile jugement ' e : 7 peut étre inféré dans AObj,
alors [I'] - [e] : [7] peut étre inféré dans BF<.

Preuve La preuve est par induction sur I'inférence de I' - e : 7. On montre tout d’abord que le
jugement () T'F o :: {I}, implique que pour tout type 7 on a: [I'] - [[e] ,!: 7] C [o] . La preuve
de ce résultat est simple puisque (f) implique que le champ ! n’est pas dans [g]. On prouve donc
que la régle (pro ext) est «simulée» par la régle (type proto ext). Finalement, comme nous avons
un équivalent & chacune des regles de la figure P0.F, par exemple (type proto invk) pour (pro invk),
on peut simuler chaque preuve de typage dans AObj, par une preuve dans BF¢ qui utilise le méme
arbre d’inférence. Ce qui implique le résultat. O

Un des intérét de notre codage est de faire apparaitre les regles distinctes de typage de
Pextension et de la modification dans le systéme de [d9], comme deux instances différentes d’une
méme inférence (£0.9). Un deuxiéme intérét de notre codage, est que notre interprétation permet
de reformuler le systéme de types d’une maniere plus simple, a l'aide de la relation de matching.
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Nous définissons la relation de matching <#, par la loi suivante.

[t TH o E oo
I'+ (prot.p1) <# (prot.gs)

(20.10)

Cette relation est exactement le préordre introduit par K. BRUCE dans [Z5], ou il avance des
arguments convaincants pour montrer que le matching est la relation de sous-typage nécessitée
pour le typage de extension et de la modification des prototypes (bien que [25] traite plutot des
classes). On peut utiliser le matching pour reformuler les régles (type proto invk), (type proto ext)
et (type proto over). Par exemple la premiére de ces regles peut se réécrire:

'M:0 T'to<#(prot.[l:7])
'EM&El: m{o/t}

On obtient alors un systeme plus simple, qui est similaire a celui proposé récemment par V. BONO
et M. BUGLIESI [[3] pour typer AObj.

20.5 Sous-typage pour les types objets

N

Les auteurs de [d7] remarquent que l'ajout du sous-typage & un langage de prototypes
ne permet pas de typer plus de programmes. L’invariance du type des prototypes apparait
clairement dans notre interprétation. En effet dans le type (preo), le type o apparait en position
contravariante: en tant que borne dans le type (Vt C 0. (...)). Le type o est donc en position
contravariante dans le champ inht du type prototype (proc). Or il apparalt aussi en position
covariante dans le champ invk de ce méme type. L’opérateur pro est donc invariant.

Afin d’ajouter du «polymorphisme» — au sens des type objets — dans leur calcul, J. MITCHELL
et K. FISHER on enrichi AObj en distinguant, au niveau des types, une catégorie de termes
appelés objets, et qui se distinguent des prototypes par le fait qu’ils ne peuvent étre ni étendus,
ni modifiés [A8]. La présentation de ce systéme utilise une relation de sous-typage, dénotée <:, et
un nouveau constructeur de types pour les objets, noté (objt.o).

La définition de la relation <: est similaire a celle de notre relation de sous-typage générale <,
a la différence qu’il existe aussi, dans AObj, des regles primitives pour les opérateurs objets. Ces
regles sont essentiellement celles données ci-dessous:

Tt<:t'Fo<:o
'k (prot.p) <:(obj7'.¢")

It<:t'Fo<:o
'k (objt.o) <: (obj7’'.0")

(pro sub) (obj sub)

On trouve également une regle qui autorise I'invocation de méthode sur les objets.

F'ke:(objt.o) Tyt Tk p<i|[l:T]
IFe<«l:7r{(objt.o)/s}

(obj invk)

Puisque la différence entre un prototype et un objet est que ce dernier ne peut pas étre modifié,
il est raisonnable de représenter le type objet par une rangée ayant le champ invk, mais pas le
champ inht.

Définition 20.7 (Codage du type objet)

[(objt.0)] = obj(AtE.[o]) avec obj =qer As'.puo®.[invk : so]
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On remarque que ce que nous avons défini en suivant notre intuition, est essentiellement ce que
K. BRUCE et al. qualifie de «classical recursive record encoding> dans [24], en effet il est simple
de montrer que (objt.g) ~ ut®.[invk : o).

Comme dans la section précédente, nous montrons que nous «simulons» le sous-typage des
objets, en démontrant la validité de certaines inférence dans notre systéme. Ainsi, si on suppose
que I' F o < 0/, on peut montrer comment la régle (pro sub) est simulée dans notre systéme.

Lit<t'Fo< o
Tt <t/ (AMT.0)t < (A" o)
Tt <t F [invk : (AtT.0)t] < [invk : (At'T .0t
Tt <t'F [inht : (pret.o)invk : (AtT.0)t] < [invk : (At'".0')t']
T+ ut™ [inht : (pret.o) invk : (AtT.o)t] < pt'".[invk : (A" .0')t']

Or une conséquence de I’équation (R0.5) est que (prot.o) ~ po’.[inht : (pret.g), invk : (AtT.0)o].
Par conséquent on a démontré que:

Lt<t' o< o
'k (prot.p) < (objt'.o)

(type proto sub)

Ce qui est le résultat attendu. De méme, on montre un résultat similaire pour la regle (obj sub),
c’est-a-dire que l'inférence suivante est valide dans BF¢ :

Tt<t'Fo< o

t; bj sub
TF (obj t.0) < (obj £.g) "P° ™ =)

Comme le champ inht est absent du type (objt.p), il est impossible de typer une extension ou
une modification d’un terme qui a ce type. Par contre il est simple de vérifier qu’on peut typer la
sélection d’une maniere similaire & la régle (obj invk):

'k M : (objo) o C ATl 7]
'+ M -invk : o(objo)  o(objo) C[1: 7{objo/t}]
'+ M -invk : [1:7{objo/t}]
'+ M -invk -1 : 7{objo /¢}

Ainsi, dans le cas particulier ot o est I'interface AtT.p, on obtient la regle de typage dérivée pour
I'invocation des objets.

'-M:(objte) TituTkoC[l:7]

t, bj invk
T Mel:r{(objt.0)/1) (type obj 1)

Nous avons exhibé dans BF¢, un équivalent pour chaque régles de typage et de sous-typage de
AObj_., I'extension de AObj au sous-typage. Ceci est suffisant pour prouver la troisieme propriété
de préservation de notre interprétation des objets extensibles, c’est-a-dire que le sous-typage est
préservé par [.].

Théoréme 20.5 (Simulation du sous-typage) Si le jugement I' - e : 7 peut étre inféré dans
AObj_., alors [I'] & [€] : [7] peut étre inféré dans BF<.
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Discussion

Liens avec d’autres travaux

Plusieurs études théoriques traitent de la modélisation des langages de programmation orientés
objets dans des langages procéduraux [62, B]. Mais seuls les codages les plus récents ont réussi
a préserver les notions de typage et de sous-typage, qui sont tres importantes. Cet échec des
précédentes tentatives est d’ailleurs a l'origine de la définition des calculs d’objets, c’est-a-dire
des calcul dans lesquels les objets sont des constructions primitives.

Dans [?], les auteurs proposent une interprétation compositionelle du calcul Ob, . dans F<,,, le
A-calcul polymorphe du second ordre avec types récursifs et sous-typage. Ce résultat est amélioré
dans [37], ou auteur donne une interprétation dans un A-calcul simplement typé, étendu avec
des références et des enregistrements non-extensibles.

Dans cette partie, nous avons proposé une interprétation en utilisant le calcul bleu et un
systeme de types du premier ordre. De plus nous avons défini, en nous inspirant de ce codage,
un calcul d’objets concurrents qui apparalt aussi expressif que le calcul de A. GORDON et
P. HANKIN [B1], et donc aussi expressif que le calcul d’objets impératifs.

Nous avons également étudié le calcul des prototypes (AObj) de K. FISHER et al. [48, 49].
A notre connaissance, nous donnons dans cette partie la premiere interprétation de ce calcul
qui préserve la notion de typage et de sous-typage. En nous basant sur le codage présenté dans
cette these, nous avons donné une interprétation de AObj dans le A-calcul [I7]. Tres récemment,
V. BoNO et M. BUGLIESI ont publié un article sur le méme sujet [I4], et ont proposé une autre
interprétation de AObj. Ayant eu connaissance de leurs travaux trop tardivement, nous ne pouvons
pas fournir une comparaison formelle de nos deux approches dans cette section.

Le codage de AObj défini dans ces pages a été donné dans ADef, qui peut s’interpréter comme
le sous-calcul fonctionnel de w*. Par conséquent, de la méme fagon que le calcul du chapitre [[7
est obtenu a partir du codage de ¢, nous pouvons définir un calcul de prototypes impératifs et
concurrents. Plus précisément, nous pouvons coder un nouveau type de dénominations, (e #> L),
qui vérifient les lois de la figure B0.1.

Les interprétations que nous avons données dans cette partie ont aussi pour intérét de définir
des calcul d’objets concurrents basés sur les références et le nommage des objets, alors que les
calculs de [@, B2, AR] utilisent la substitution de code. Nous nous rapprochons en cela des calculs
impératifs comme impg [8] et concs [60]. Ainsi, nous proposons un modele dans lequel le code
d’un objet est partagé au lieu d’étre dupliqué, ce qui est plus proche de l'implantation des
langages a objets.

177
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Soit L le corps (I; = ()\xi)Piie[l“”]).

jel.n]
(e L) | e=tly = (e v L) | Pi{¢/a;}

(red invk)

f & (L)
(e v L) | clone(e) —¢ (e > L) | wf)({f »> L) | return(f))

(red clone)

J € [1l.n] L' =qe¢ [L,1l; = Az)P]
y (red updt)
(er> L) | (el = Ax)P) — {e +> L’) | return(e)
je L] f (L) L' =qet [L,1 = A)P]

<€ H> L) | (€<—|-l = ()\x)P) — <e Ho L) | (Vf)(<f > L/) | I‘eturn(f)) (red ext)

Fig. 20.7: Prototypes concurrents

En ce qui concerne les langages & objets concurrents, on peut noter les travaux de C. JONES [I73]
et D. WALKER [I39], qui ont utilisé le m-calcul pour coder POOL, un langage paralléle orienté
objets, et pour prouver la validité de certaines transformations. Mais POOL est un langage non
typé et tres restreint. Dans [TIR], D. SANGIORGI donne la premiére interprétation de Ob; . dans
le m-calcul, et dans [[76], les auteurs s’intéressent au calcul impératif. Notre interprétation se
distingue de ces codages dans le 7-calcul. Ainsi le codage et le systeme de type utilisé ici sont tres
différents. En particulier, dans notre codage, une modification de méthode ne crée pas un nouvel
objet, mais est plus naturellement modélisée comme la modification d’un enregistrement. De plus,
la preuve de correction opérationnelle du codage ne repose pas sur 'utilisation du systéme de type:
dans [ITR], les résultats sont prouvés a l’aide d’une bisimulation typée; et notre codage de Ob; ..
est «direct», c’est-a-dire ne fait pas appel a des transformations du type continuation passing style.

Futurs développements

Un des résultats de cette partie est la définition d’un calcul d’objets impératifs et concurrents
dérivé du calcul bleu. En particulier, ce calcul possede toute I'expressivité de w*, ce qui permet
de coder des «stratégies de synchronisation» tres complexes entre les objets.

Les calculs de processus ont déja été utilisés pour raisonner sur les langages orientés objets,
mais notre but est différent ici. Plutot que de se fixer sur la formalisation de la sémantique de
langages déja existant, nous avons tenté de prouver que 7* était la base idéale pour la conception
d’un langage de programmation concurrent de haut-niveau, fortement typé et possédant les
caractéristiques des langages a objets. Ce but a été atteint grace a une interprétation des
objets comme un cas spécial de processus. Dans ce sens, nous suivons la trace de B. PIERCE et
D. TURNER sur le -calcul asynchrone, qui étaient motivés par la conception du langage P1cT [T30].

Le codage des calculs d’objets ¢ et AObj a été un test réussi qui a démontré I’expressivité de
7*. En continuant sur cette voie, il serait intéressant d’essayer de modéliser un langage distribué
orienté objets tel que OBLIQ [29], ce qui demanderait de rajouter une notion de localité & notre
calcul. On pourrait aussi étudier la modélisation des Object Request Brokers, comme Corba.
En effet les types enregistrements que nous utilisons pour typer les processus de 7*, sont une
réminiscence des langages de définition d’interface utilisés dans les ORBs [I04].

Un autre développement envisageable est d’autoriser la restriction sur les noms de méthodes.
Il suffit pour cela de considérer les étiquettes comme des noms du calcul bleu & part entiere.
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Nous conjecturons que la possibilité de restreindre la portée des noms, en utilisant I'opérateur (v),
permettrait de coder les mécanismes de controle de la visibilité des méthodes des langages orientés
objets, tel que les annotations private, protected, ... utilisées dans C++ par exemple.
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CHAPITRE 21

Conclusion

ARRIVE AU TERME DE CETTE THESE, il apparait que le calcul bleu constitue une base adéquate

a la définition d’un langage concurrent d’ordre supérieur ayant des traits fonctionnels. En
effet, nous avons montré les correspondances qui existent — aussi bien au niveau de I’évaluation
que du typage — entre les modeles de programmation définis par le A-calcul et le calcul bleu. Cette
correspondance est d’autant plus flagrante que nous avons utilisé des résultats prouvés dans cette
these pour résoudre un probleme du A-calcul qui était ouvert. Plus précisément, nous avons utilisé
les résultats du chapitre B, consacré a l'interprétation des objets extensibles dans ADef— le sous-
calcul déterministe de v* défini a la section B.4 —, pour donner un codage du calcul de K. FISHER
et al. préservant les notions de typage et de sous-typage 7], dans le A-calcul.

Intuitivement, le modele de programmation défini par le calcul bleu peut étre interprété comme
une version concurrente du langage HASKELL [I27, [70], qui est un langage de programmation
paresseux — de la famille de ML— possédant certains opérateurs d’ordre supérieur dans son
systeme de types. D’ailleurs, il faut noter qu’il existe une proposition pour intégrer & HASKELL,
un systéme d’enregistrements extensibles [67] qui peuvent se comparer aux enregistrements définis
dans 7*. Ainsi, on peut considérer que notre étude du calcul bleu constitue une base pour la
définition d’un langage de programmation concurrent «a la HASKELL», de la méme maniere que
le calcul JOIN sert de base théorique & la définition du langage JOCAML [R5, ®d], qui est une
extension concurrente (et distribuée) du langage CAML.

Le calcul bleu possede également toutes les caractéristiques du m-calcul. Il comporte donc
aussi des traits associés aux langages impératifs et aux langages a acteurs. Comme nous ’avons
montré dans la derniere partie de cette these, il est possible d’étendre la syntaxe de w* avec des
opérateurs concurrents empruntés aux calculs d’objets, et de les typer correctement. De méme, on
peut ajouter au calcul bleu des opérateurs caractéristiques des langages impératifs — les (cellules)
références et la composition séquentielle —, ainsi que les opérateurs des langages fonctionnels avec
appel par valeurs — les opérateurs dérivés set et return utilisés dans le codage de concs. On
peut donc imaginer qu'un langage de programmation basé sur le calcul bleu possede des objets
impératifs et concurrents, de la méme maniere que les calculs CAP [32] et TYCO [I32, [36] sont
utilisés comme fondement pour des — propositions de — langages a agents et a objets concurrents.

Pour résumer, on peut dire que le modele de programmation induit par le calcul bleu offre le
choix entre plusieurs méthodes pour composer des programmes — ou des systémes — entre eux.
Méthodes qui sont simples et théoriquement fondées. Il fourni notamment ’application et les
fonctions d’ordre supérieur, comme avec HASKELL [I71]. Il fourni aussi la composition parallele, la
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communication et les objets, comme dans les langages «a composants».

Pour conclure, nous présentons plusieurs prolongements possibles aux travaux menés au cours
de cette these. Suivant la symétrie du plan de notre these, nous donnons la liste de ces travaux
restant & faire dans l'ordre des parties.

Une suite naturelle de notre travail est d’ajouter, au calcul bleu, des primitives pour la distri-
bution. C’est, par exemple, la démarche suivie dans [61, bS] pour le JOIN calcul, et dans [[23, 66|
pour le m-calcul. Ceci permettrais de définir un langage distribué avec, potentiellement, de la
mobilité de code. Toutefois, ’ajout de primitives pour la distribution — et la mobilité de code —
a de nombreuses répercussions. Ainsi I'ajout de la distribution ne peut étre entrepris sans une
réflexion préalable sur le modele de sécurité qu’on désire fournir aux programmeurs. En effet,
les expériences d’ajout de mobilité a des langages déja existant ont montré qu’il est illusoire
de vouloir construire un langage distribué (et siir), sans avoir pris en compte deés le début les
problémes de sécurité. L’ajout de la distribution nécessite également de définir un modele pour
traiter du probléme des pannes [R, []. Un autre travail intéressant, qu’il reste a faire, est d’étudier
les méthodes de compilation adaptés a un langage construit a partir de 7w*. On peut, par exemple,
chercher a définir un bon modeéle de machine abstraite. Deux possibilités s’offrent a nous, choisir
une machine abstraite utilisant des piles — comme dans PICT par exemple [[05] —, ou bien choisir
une méthode de compilation basée sur les continuations.

En ce qui concerne notre travail sur les systémes de types, une suite normale est de s’attaquer
au probleme de l'inférence de types. Il est clair que ce probleme n’est pas décidable pour le
systétme BF¢. Par contre, on peut espérer emprunter des méthodes utilisées dans les langages
fonctionnels, pour résoudre ce probleme dans le systeme avec sous-typage, et dans le systeme
avec polymorphisme paramétrique, récursion et enregistrements. En effet, le seul résultat — sur
I'inférence — que nous possédons, est l'existence d’un algorithme d’inférence de types pour le
systéme avec polymorphisme «restreint aux définitions» [B6], et dans un calcul sans enregistre-
ments.

Nous avons parlé des prolongements de notre travail sur les objets concurrents & la fin du
chapitre précédent. Ainsi, un premier développement envisageable est d’autoriser la restriction
sur les noms de méthodes. Il suffit pour cela d’étendre 'opérateur (v) aux noms d’étiquettes. On
peut alors se demander si il est possible de coder les mécanismes de controle de la visibilité des
langages orientés objets, tel que les annotations private, protected, ... qu’on rencontre dans le
langage C++ par exemple. Un autre probléme intéressant concerne I’étude des interactions entre
«stratégie» de synchronisation et héritage — ou I'extension de méthodes si on suit ’approche des
langages & délégation —, un probléme connu sous le terme de inheritance anomaly [R8].
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Le calcul bleu: types et objets

Silvano Dal-Zilio
INRIA - projet MEILJE, B.P. 93, F-06902 Sophia-Antipolis Cedex, France.

Le calcul bleu, défini par G. BOUDOL, est une variante du pi-calcul polyadique qui integre directement
la notion de fonction. Dans cette these, nous étudions une version de ce calcul, que I'on étend avec des
enregistrements. Nous montrons que le calcul bleu fournit une base adéquate a la conception d’un langage
de programmation concurrent et typé, combinant des traits impératifs, d’ordre supérieur, et a objets. Nous
étudions notamment comment modéliser la programmation fonctionnelle, et la programmation & objets,
et comment intégrer les notions de typage polymorphe et d’héritage.

Cette these se divise en quatre parties, dont la premiere est consacrée a la présentation du calcul bleu, et
a I’étude de son expressivité. Dans la seconde partie, nous définissons une équivalence comportementale,
basée sur la notion classique de congruence & barbes, et une bisimulation étiquetée plus fine que cette
congruence. Nous utilisons ensuite les techniques de preuves de bisimulation modulo pour prouver la
validité de plusieurs lois algébriques comme, par exemple, un analogue du théoréeme de réplication de
R. MILNER pour le pi-calcul.

La troisieme partie est consacrée a ’étude de systemes de types pour le calcul bleu. Partant d'un
systeéme de types simples implicites, qui contient & la fois le systeme de Curry pour le lambda-calcul et les
sortes du pi-calcul, nous proposons successivement trois enrichissements de complexité croissante. Nous
étudions 'ajout du sous-typage, puis du polymorphisme paramétrique. Dans ce dernier cas, nous nous
intéressons a la décidabilité du probléeme de I'inférence de type. Finalement, nous étudions un systéeme de
types d’ordre supérieur avec récursion et une forme particuliere de quantification bornée. Ce systeme, qui
est approprié a I’étude du typage des langages a objets, peut intuitivement étre vu comme une version a
la Curry du systeme F-sub. Nous prouvons la correction du typage pour ce systéme.

Dans la derniére partie, nous nous intéressons a I’étude des objets dans le calcul bleu. Nous donnons une
interprétation typée de deux calculs d’objets populaires, le calcul d’objets de M. ABADI et L. CARDELLI —
dans sa version fonctionnelle, et dans sa version concurrente —, et le calcul d’objets extensibles de K. FISHER
et J. MITCHELL. Notre contribution principale est une interprétation typée du calcul d’objets extensibles
qui préserve la relation de sous-typage.

Mots clés: calcul de processus, pi calcul, calcul bleu, parallélisme, mobilité, ordre supérieur, bisimulation,
types, sous-typage, polymorphisme, objets, délégation, prototypes.

The Blue Calculus: Types and Objects

The blue calculus, defined by Boudol, is a variant of the polyadic pi-calculus that directly embeds the
notion of function. In this thesis, we define a version of the blue calculus, extended with records, and we
study whether it provides a good basis for a typed concurrent programming language with imperative,
higher-order, and object features. We notably study the modeling of the functional and object oriented
programming idioms, and the addition of polymorphic typing and inheritance.

The thesis is divided into four parts. The first part consists of a detailed analysis of the blue calculus
and its expressiveness. In the second part, we define a behavioral equivalence based on the classical notion
of barbed congruence, and a labeled bisimulation that is finer than this congruence. We then use up-to
proof techniques to prove the validity of several algebraic laws like, for example, an analogous of Milner’s
replication theorem for the pi-calculus.

In the third part, we study type systems for the blue calculus. Starting from a simple implicit type
system that encompasses both Curry’s type system for the lambda-calculus, and Milner’s sorting for the
pi-calculus, we successively propose three extensions of increasing complexity. We study the addition of
subtyping, then parametric polymorphism. In this last case, we also study the decidability of the type
inference problem. Finally, we study an higher-order type system with recursion and a particular form of
bounded universal quantification. This system, that is suitable for the typing of objects, can be intuitively
viewed as a Curry style presentation of F-sub. We prove the soundness of this system.

The last part of the thesis is devoted to the study of objects in the blue calculus. We give a typed
interpretation of two popular object calculi, namely Abadi-Cardelli’s object calculus — in its functional
version, and in its concurrent version —, and the calculus of extensible objects defined by Fisher et Mit-
chell. Our main contribution is a typed interpretation of the calculus of extensible objects that preserves
subtyping.

Keywords: process calculi, pi calculus, blue calculus, concurrency, mobility, higher-order, bisimulation,
types, subtyping, polymorphism, objects, delegation, prototypes.
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